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1 Einleitung

1.1 Angewandte Komplexitatstheorie

Die Komplexitatstheorie untersucht den Aufwand, den die Ausfiihrung von Algorithmen er-
fordert, und zwar sowohl den zeitlichen Aufwand als auch den Speicherplatzbedarf bei der
Ausfihrung der Algorithmen in Rechenanlagen. Seit Beginn der 1960‘er Jahre hat sie eine
stirmische Entwicklung erlebt. Die zentrale Stelle dieser Theorie bildet das P-NP-Problem,
das bis heute ungel6st ist. Die Beschaftigung mit diesem Problem hat eine Reihe bedeutender
Erkenntnisse dartber geliefert, mit welchem Aufwand Probleme und Problemklassen |10sbar
sind bzw. nicht gel6st werden kdnnen, und hat letztlich immer wieder zu neuen Designtechni-
ken fur Algorithmen gefihrt. Zu diesen neuen Erkenntnissen gehort das sogenannte PCP-
Theorem, das die Bedeutung probabilistischer Ansédtze in der Algorithmentheorie hervorhebt.
Eswird als das spektakul &rste Ergebnis der Theoretischen Informatik in den letzten 10 Jahren
angesehen.

Einen breiten Raum innerhalb der Komplexitétstheorie nimmt die Untersuchung von mehr
oder weniger abstrakten Problemklassen ein. Diese bauen auf den Méglichkeiten universeller
Turingmaschinen auf und liefern Erkenntnisse Uber die Struktur ganzer Problemklassen. Der
vorliegende Text konzentriert sich mehr auf die Darstellung anwendungsbezogener Aspekte
der Komplexitdtstheorie: daher die Bezeichnung Angewandte Komplexitatstheorie. Auch
dieser Bereich der Komplexitétstheorie hat inzwischen einen Umfang angenommen, der in-
nerhalb einer einsemestrigen Vorlesung nicht mehr umfassend dargestellt werden kann, so
dai3 eine (subjektive) Themenauswahl getroffen werden mufite. Ziel ist es, wichtige Frage-
stellungen auch anhand konkreter Beispiele zu erlautern. Dabei wird ein Schwerpunkt auf
Optimierungsproblemen und deren Approximierbarkeit liegen. Nattrlich werden grundlegen-
de Konzepte behandelt, sofern sie zum Versténdnis der Fragen der Ldsbarkeit notwendig sind.

Zentrale Fragestellungen der Angewandten Komplexitétstheorie sind u.a.

das Auffinden von Rechenverfahren, die ein vorgegebenes Problem, d.h. eine vorgegebe-
ne Aufgabenstellung, 16sen

die Definition dazu geeigneter Datenstrukturen

die Festlegung von ,, Gutekriterien® fur Algorithmen

das Laufzeitverhalten und dem Speicherplatzverbrauch bei der Lésung eines Problems
der Vergleich von Algorithmen, die ein bestimmtes Problem |6sen
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1.2 Problemeund Algorithmen

Ein Problem ist eine zu beantwortende Fragestellung, die von Problemparametern (Varia-
blenwerten, Eingaben usw.) abhéngt, deren genaue Werte in der Problembeschreibung zu-
néchst unspezifiert sind. Ein Problem wird beschrieben durch:

1. eine algemeine Beschreibung aller Parameter, von der die Problemldsung abhéngt; diese
Beschreibung spezifiziert die (Problem-) Instanz

2. die Eigenschaften, die die Antwort, d.h. die Problemlsung, haben soll.

Eine spezielle Problemstellung erhd@t man durch Konkretisierung einer Probleminstanz, d.h.
durch die Angabe spezieller Parameterwerte in der Problembeschreibung.

Im folgenden werden einige grundlegende Pr oblemtypen unterschieden und zunéchst an Bei-
spielen erlautert.

Problem des Handlungsr eisenden als Optimier ungspr oblem
(minimum traveling salesper son problem)

Instanz: x=(C,d)
Cc={c,,....c.} ist eine endliche Menge und d:C~ C® N ene Funktion, die je

zwei ¢, 1 C und ¢; T C eine nichtnegative ganze Zahl d(c,,c;) zuordnet.

Die Menge C kann beispielsweise as eine Menge von Orten und die Wert d(c;,c;)

konnen al's Abstand zwischen ¢, und c; interpretiert werden.

Lésung: Eine Permutation (Anordnung) p :[1:n]® [1:n], d.h. (implizit) eine Anordnung
<cp(l) -Gy ny ) der Wertein C, die den Wert

én_ld(cp(i) ’Cp(i+1))+d(cp(n) ’Cp(l))
i

minimiert (unter allen moglichen Permutationen von [1: n]).

Dieser Ausdruck gibt die Lange einer , klrzesten Tour” an, diein c,,, startet, nach-
einander dle Orte einmal besucht und direkt vom letzten Ort ¢, nach c,,, zu-
ruckkehrt.

Ein Beispiel einer Instanz ist die Menge C={c,,....c,} mit den Werten d(c,c,)=10,
d(c,,c,)=5, d(c,,c,)=9, d(c,,c,) =8, d(c,,c,) =9, d(c,,c,)=3 und d(c,,c;)=d(c;,c ).

1
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Die Permutation
P= gl 2 4

2 3 4% e
2, d.h. die Anordnung <c1,c2,c4,c3> der Wertein Cist eine

(%]

(optimale) Lésung mit Wert 27.

Eine verallgemeinerte Formulierung des Problems des Handlungsreisenden bezogen auf end-
liche Graphen lautet:

Instanz:

L 6sung:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

G=(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge
<(vI ,v,z) (V.Z,V.g) (vin_l,vI )(vI ,v,1)> mit (vii ,viM)T E for j=1,..,n-1,
in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal

vorkommt, die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch G) verur-

sacht. Mankann 0.B.d.A. v, =, setzen.
Die Kosten einer Tour <(v V1 VAR IO AV § VAR )> ist dabei die Summe

iy Vi, i, Vig in 1 Viy

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

[o]

a W(vii ,vim)+ W(vin ,vil).
j=1

Das Problem des Handlungsreisenden findet vielerlei Anwendungen in den Bereichen

Transportoptimierung:
Ermittlung einer kostenminimalen Tour, die im Depot beginnt, n- 1Kunden erreicht und
im Depot endet.

Flieffbandproduktion:

Ein Roboterarm soll Schrauben an einem am Flief3band produzierten Werkstiick festdre-
hen. Der Arm startet in einer Ausgangsposition (Uber einer Schraube), bewegt sich dann
von einer zur ndchsten Schraube (insgesamt n Schrauben) und kehrt in die Ausgangspo-
sition zurick.
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Produktionsumstellung:

Eine Produktionsstétte stellt verschiedene Artikel mit denselben Maschinen her. Der Her-
stellungsprozef? verlauft in Zyklen. Pro Zyklus werden n unterschiedliche Artikel produ-
Ziert. Die Anderungskosten von der Produktion des Artikels v; auf die des Artikels v,

betragen w((v;,v;)) (Geldeinheiten). Gesucht wird eine kostenminimale Produktionsfol-
ge. Das Durchlaufen der Kante (vi ,vj) entspricht dabei der Umstellung von Artikel v,
auf Artikel v;. Gesucht ist eine Tour (zum Ausgangspunkt zuriick), weil die Kosten des
néchsten, hier des ersten, Zyklusstarts mit einbezogen werden miissen.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Ber echnungspr oblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Der Wert nél W(vii ,vim)+ w(vin ,vil) einer kostenminimalen Tour

=

<(vi1 Vi ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi, )> durch G.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Entscheidungsproblem

Instanz: G =(V,E,w) und KT R,
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w:E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Die Antwort auf die Frage:
Gibt es eine kostenminimale Tour <(vi1,vi2 | RV I VARV § VAR )> durch G,
deren Wert £K ist?
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DieInstanz x eines Problems P ist eine endliche Zeichenkette Uber einem endlichen Alpha-
bet S, , das dazu geeignet ist, derartige Problemstellungen zu formulieren, d.h. x1 S, L.

Es werden folgende Problemtypen unterschieden:
Entscheidungsproblem P :

Instanz: x| s;
und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus
S’ zukommt, d.h. die Spezifikation einer Menge L, | S, mit
L, ={ul S |u hat die beschriebene Eigenschaft }

Loésung: Entscheidung ,ja, falls x1 L, ist,
Entscheidung ,nein®, falls xI L, ist.

Bemerkung: In konkreten Beispielen fur Entscheidungsprobleme wird gelegentlich die Pro-
blemspezifikation nicht in dieser strengen formalen Weise durchgefiihrt. Insbe-

sondere wird die Spezifikation der die Menge L, | S, beschreibenden Eigen-
schaft direkt bei der L6sung angegeben.

Berechnungsproblem P :

Instanz: i S*P

und die Beschreibung einer Funktion f:S, ® S¢.

Losung: Berechnung des Werts f (x) .

1 Ublicherweise bezeichnet A~ die Menge aller Zeichenketten endlicher Lange, die man mit Hilfe der Zeichen

eines endlichen Alphabets A bilden kann; A" heift auch Menge der Worter Gber dem (endlichen) Alphabet
A
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Optimierungsproblem P :

Instanz: 1.
2.

L6sung:

xI S,

Spezifikation einer Funktion SOL ,, , die jedem xI S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet

Spezifikation einer Zielfunktion m, , die jedem x1 S, und yl SOL, (x) e-
nen Wert m, (x,y), den Wert einer zulassigen L 6sung, zuordnet

4. goal, T {min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein Ma-

ximierungsproblem handelt.

y' T SOL,(x) mit m,(xy)=min{m, (x,y)|yT SOL,(x)} bei einem Minimie-

rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. m,(x,y)=max{m, (x,y)|yl SOL, (x)}
bel einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max) .

Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

In dieser (formalen) Terminologie wird das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem wie
folgt formuliert:

Instanz: 1. G=(V,E,w)

G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht

SOL(G) = {T T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G};
eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt

fir T1 SOL(G), T={(v, ., ) (v, v, ) (v, v, ) (v, v, ) st dlie Ziefunktion

1

definiert durch m(G,T) = 3 W(vii ,vim)+w(vin,vil)
i=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T°1 SOL(G), die minimale Kosten (unter alen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).
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Ein Algorithmus ist eine Verfahrensvorschrift (Prozedur, Berechnungsvorschrift), die aus a-
ner endlichen Menge eindeutiger Regeln besteht, die eine endliche Aufeinanderfolge von
Operationen spezifiziert, so dal3 eine Lésung zu einem Problem bzw. einer spezifischen Klas-
se von Problemen daraus erzielt wird.

Konkret kann man sich einen Algorithmus a's ein Computerprogramm vorstellen, das in einer
Programmiersprache formuliert ist.

Typische Fragestellungen bel einem gegebenen Algorithmus fir eine Problemldsung sind:
Halt der Algorithmus immer bei einer gultigen Eingabe nach endlich vielen Schritten an?

Berechnet der Algorithmus bel einer gultigen Eingabe eine korrekte Antwort?

Die positiver Beantwortung beider Fragen erfordert einen mathematischen Korrekt-
heitsbeweis des Algorithmus. Bei positiver Beantwortung nur der zweiten Frage spricht
man von partieller Korrektheit. Fur die partielle Korrektheit ist lediglich nachzuweisen,
dai3 der Algorithmus bei einer gultigen Eingabe, bei der er nach endlich vielen Schritten
anhdlt, ein korrektes Ergebnis liefert.

Wieviele Schritte benttigt der Algorithmus bei einer gultigen Eingabe hochstens (wor st
case analysis) bzw. im Mittel (average case analysis), d.h. welche (Zeit-) Komplexitat
hat er im schlechtesten Fall bzw. im Mittel? Dabel ist es natiirlich besonders interessant
nachzuweisen, dal3 die Komplexitdt des Algorithmus von der jeweiligen Formulierungs-
grundlage (Programmiersprache, Maschinenmodell) weitgehend unabhéngig ist.

Entsprechend kann man nach dem bendtigten Speicherplatzaufwand (Platzkomplexi-
tat) eines Algorithmus fragen.

Die Beantwortung dieser Fragen gibt obere Komplexitétsschranken (Garantie fur das
Laufzeitverhalten bzw. den Speicherplatzverbrauch) an.

Gibt es zu einer Probleml6sung eventuell ein ,,noch besseres* Verfahren (mit weniger Re-
chenschritten, weniger Speicherplatzaufwand)? Wieviele Schritte wird jeder Algorithmus

mindestens durchfiihren, der das vorgelegte Problem 16st?

Die Beantwortung dieser Frage liefert untere Komplexitétsschranken.
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Entsprechend der verschiedenen Problemtypen (Entscheidungsproblem, Berechnungspro-
blem, insbesondere Optimierungsproblem) gibt es auch unterschiedliche Typen von Algo-
rithmen:

Ein Algorithmus A, fur ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, IS, hat die
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xS,

Ausgabe:  ja fals xI L, gilt
nein, fals xi L, gilt.

Xl Sp
AL

» ja xI Ly
, . » nein, xI L,

Mit A_ (x), A_ (x)T {j a, nei n}, wird die Entscheidung von A, bei Eingabevon x1 S,
bezeichnet. Zu beachten ist, dal3 A, bei jeder Eingabe x1 S, hdlt.

Die folgenden Sprechweisen werden synonym verwendet:

A |06st das Entscheidungsproblem P.

A, akzeptiert dieMenge L, (mit L, | S;).
A, erkennt dieMenge L, (mit L, I S;).
A entscheidet dieMenge L, (mit L, [ Sp).
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Ein Algorithmus A, fur ein Berechnungsproblem P (Berechnung einer Funktion

f:S, ® S¢) hat die Schnittstellen und die Form
Eingabe: xS,

Ausgabe: f(x)1 s¢

xS
— B A > ()7 S¢

Mit A, (x) wird das Berechnungsergebnisvon A, bei Eingabevon x1 S, bezeichnet, d.h.
A (x)=f(x).

Ein Algorithmus A ,; fur ein Optimierungsproblem P mit Zielfunktion m, und Opti-
mierungsziel goal, T {min, max} hat die Schnittstellen und die Form

Eingabe: xS,

Ausgabe: y T SOL, (x) und m, (x,y")= goal . {m, (x, y)|yT SOL, (x)}

xI S, ) .
— A , visoL,(und m(xy)

Mit A (x) wird dievon A, bei Eingabevon x1 S, ermittelte Losung bezeichnet, d.h.
Acer ()= vy (xy")).

1.3 Komplexitdtsmalie

Die Komplexitét eines Algorithmus wird in Abhéngigkeit von der typischen Grol3e der Ein-
gabe definiert. Je nach Problemstellung kann dieses beispielsweise sein:

die Anzahl der Knoten eines Graphen
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die Anzahl zu sortierender Zahlen fir einen Sortieralgorithmus

die Dimension einer Matrix bei einem Invertierungsalgorithmus,

die numerische Grof3e einer Zahl bei einem Algorithmus zur Primfaktorzerlegung,
die Anzahl der Binarstellen zur Darstellung einer Zahl

der Grad eines Polynoms.

Untersucht man das Laufzeitverhalten eines Algorithmus in Abhangigkeit von der Grofe der
Eingabe, Ubt die Definition des Begriffs ,, Problemgrofie” einen wesentlichen Einfluld aus, zu-
mindest dann, wenn die Eingabe numerische Werte enthélt. Beispiel sweise fuhrt die Prozedur

PROCEDURE zwei er _potenz ( n . | NTEGER;
VAR ¢ : | NTEGER);

VAR idx : | NTEGER

BEG N {zwei er - potenz }

idx 1= n; { Anweisung 1 }
o t= 2 { Anweisung 2 }
VWH LE idx > 0 DO { Anweisung 3 }
BEG N
c 1= Cc*c; { Anweisung 4 }
idx :=idx - 1; { Anweisung 5 }
END;
c:=c¢ - 1 { Anweisung 6 }

END { zweier-potenz };

bei Eingabe einer Zahl n>0 zur Berechnung des Ergebnisses c=2% - linsgesamt
3n+4viele Anweisungen aus (hierbei werden nur die numerierten Anweisungen gezahit).
Um das Ergebnis ¢ beispielsweise im Bindrsystem aufzuschreiben, werden 2" viele binare
Einsen bendtigt. Wahlt man als Problemgréf3e den Wert der Eingabe, so wirde diese Prozedur
mit linearem Zeitaufwand (ndmlich mit der Ausfihrung von 3n+4 vielen Anweisungen) ein
Ergebnis von exponentieller GrolRe erzeugen. Diese Tatsache erscheint als nicht verninftig;
denn zur Erzeugung eines Objekts der GroRe 2" sollten auch mindestens 2" viele Anweisun-
gen durchgefhrt werden missen.

Wahlt man als Problemgrofie jedoch die Anzahl der Binéarstellen, um die Eingabe n darzu-
stellen, so hat die Eingabe die GréRe k=dog,(n+1)). Die Prozedur durchlauft

3n+43 31 +4> 2" vide Anweisungen. Die EingabegroRe auf diese Weise festzulegen,
erscheint daher as vernunftig und nicht im Widerspruch zur Intuition.

Definiert man die Laufzeit eines Algorithmus bei einer gegebenen Eingabe als die Anzahl der
von ihm durchlaufenen Anweisungen (uniformes Kostenkriterium), so legt man fur den
Fall, dal? die Eingabe aus numerischen Daten besteht und die Laufzeit des Algorithmus vom
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numerischen Wert der Eingabe abhangt, als Grofe der Eingabe die Anzahl der Binérstellen
fest, die benttigt werden, um die Eingabe darzustellen. Die Laufzeit des Algorithmus hangt
zumindest dann von den numerischen Werten der Eingabe ab, wenn die Eingabewerte in
arithmetischen Operationen vorkommen.

Fur den Algorithmus A sei S™ die Menge der zul&ssigen Eingaben. Bei Eingabe von x1 S’
bezeichnet A(x) die von A berechnete Lésung . Jedem x1 S* werde durch size(x)T N ene
(Problem)- GrolRe zugeordnet. Dann sei

t, (X) = Anzahl der Anweisungen, die von A zur Berechnung von A(X) durchlaufen werden.

Die Zeitkomplexitat von A (im schlechtesten Fall, wor st case) wird definiert durch
T, (n) = max{t, (x) |xT S’ und size(x) £ n}.

T, (n) liefert eine Garantie fir das Laufzeitverhalten von A bel Eingaben bis zur Grélie n.

Die Speicherplatzkomplexitat von A (im schlechtesten Fall, wor st case) wird entsprechend
definiert, wobel der Begriff ,Anzahl der Anweisungen® (Zeitverbrauch) durch den Begriff
»Anzahl der Speicherplétze, die wéhrend der Berechnung maximal gleichzeitig belegt wer-
den” ersetzt wird.

Die Zeitkomplexitat von A im Mittel (average case) wird folgendermal3en definiert:

Es wird ein Wahrscheinlichkeitsmald P auf den zuléssigen Eingaben von A festgelegt. Die
mittlere Zeitkomplexitét von A ist
TR0 (n) =Eft, (0 [size() =n]= " §, (x) dP(x)

size(x)=n

Meist ist man nicht am exakten Wert der Laufzeit eines Algorithmus interessiert, sondern nur
an der GroRenordnung der Laufzeit in Abhangigkeit von der Grof3e der Eingabe. Die Lauf-
zeit des Algorithmus auf einem Rechner hangt ja eventuell von technischen Charakteristika
des Rechners, eventuell von der verwendeten Programmiersprache, von der Qualitét des
Compilers oder von anderen Randfaktoren ab. Wesentlich ist jedoch, ob der Algorithmus bei-
spielsweise ein exponentielles oder lineares Laufzeitverhalten aufweist. Ein Algorithmus A;
n>(n+1)

mit Zeitkomplexitét T, (n) = hat im wesentlichen dieselbe Zeitkomplexitdt wie ein

Algorithmus A, mit Zeitkomplexitat T, (n) = 3n® +100n +10, namlich quadratische Laufzeit,
aber nicht wie ein Algorithmus Az mit T, (n) =2"+1. Von Interesse ist daher die GroRen-
ordnung der Zeitkomplexitat eines Algorithmus.
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Bel der Analyse des Laufzeitverhaltens eines Algorithmus im unginstigsten Fall (worst case)
wird man meist eine obere Schranke g(n) fur T, (n) herleiten, d.h. man wird eine Aussage
der Form T, (n) £ g(n) begriinden. In diesem Fall ist T, ()T O(g(n)). Eine zusétzliche Aus-
sage T,(n) £h(n) £ g(n) mit einer Funktion h(n) fahrt auf die verbesserte Abschéatzung
T, ()T O(h(n)). Man ist aso bei der worst case-Analayse an einer méglichst kleinen oberen
Schranke fir T, (n) interessiert.

Ein Problem P hat die worst case- (obere) Zeitkomplexitat O(g(n)), wenn es einen Lé-
sungsalgorithmus A, fur P gibt mit T, (n)T O(g(n)).

Ein Problem P hat die Mindest- (untere) Zeitkomplexitat W(g(n)), wenn fiir jeden L6-
sungsalgorithmus A, fur P T, (n)T W(g(n)) gilt.

Ein Problem P hat die exakte Zeitkomplexitat Q(g(n)), wenn die worst case-
Zeitkomplexitat O(g(n)) und die Mindest-Zeitkomplexitat W(g(n)) ist.

Entsprechendes gilt fur die Speicher platzkomplexitét.
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2 Designtechniken

Im folgenden werden einige wichtige Designtechniken zur Ldsung eines Problems im all-
gemeinen beschrieben und in den Unterkapiteln exemplarisch behandelt. Hierbel ist mit dem
Begriff ,, Problem der Gréf3e n* eine Instanz der Grélde n eines Problems gemeint.

1. Divide-and-Conquer (Teile-und-Herrsche)
Gegeben sai ein Problem der Groéfie n. Man fuhrt man die folgenden Schritte durch:

1. Divide: Man zerlegt das Problem in eine Anzahl kleinerer digunkter Teilprobleme (vom
gleichen Problemtyp).

2. Conquer: Sind die Teilprobleme klein genug, so 16st man diese direkt. Andernfalls 10st
man jedes Teilproblem (rekursiv) nach dem Divide-and-Conquer-Prinzip, d.h. mit demsd-
ben Algorithmus.

3. Combine: Man setzt die Losungen der Tellprobleme zu einer Gesamtldsung des urspriing-
lichen Problems zusammen.

Die Anwendung des Divide-and-Conquer-Prinzips setzt voraus, dal3 das Gesamtproblem auf
geeignete Weise in mindestens zwel kleinere Teilprobleme zerlegt werden kann, die leichter
zu I6sen sind. Dies ist haufig dann moglich, wenn der Aufwand zur LGsung eines Problems
lediglich von der Problemgrofie und nicht von den Werten der Eingabegréfien einer Problem-
stellung abhangt. Eine weitere Voraussetzung ist die effiziente Kombinierbarkeit der Telll6-
sungen zu einer Gesamtlésung des Problems.
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2. Greedy-M ethode (Optimier ungsaufgaben):

Eine (global) optimale Lésung wird schrittweise gefunden, indem Entscheidungen geféllt
werden, die auf ,lokalen” Informationen beruhen. Fir eine Entscheidung wird hierbel nur ein
kleiner (lokaler) Teil der Informationen genutzt, die Gber das gesamte Problem zur Verfligung
stehen.

Es wird die in der jeweiligen Situation optimal erscheinende Entscheidung getroffen, unab-
hangig von vorhergehenden und nachfolgenden Entscheidungen. Die einmal getroffenen Ent-
scheidungen werden im Laufe des Rechenprozesses nicht mehr revidiert.

Man geht nach folgendem Prinzip vor:

1. Man setzt T:= A&. Alle Elemente, die potentiell zu einer optimalen Lésung gehdren kon-
nen, gelten as ,,nicht behandelt”.

2. Solange es noch nicht behandelte Elemente gibt, wahlt man ein Element a der noch nicht
behandelten Elemente so aus, da3 TE {a} eine optimale Losung bzgl. TE {a} darstellt,
und fugt a zu T hinzu. Das Element a gilt as,, behandelt”.

3. T bestimmt die optimale L dsung.

Die Greedy-Strategie ist nicht fur jedes Problem anwendbar, da u.U. aus dem Optimum einer
Teill6sung nicht auf das globale Optimum geschlossen werden kann.
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3. Dynamische Programmierung (Optimierungsaufgaben):

Die Methode der dynamischen Programmierung stellt eine Verallgemeinerung des Divide-
and-Conquer-Prinzips dar. Es ist auch dann anwendbar, wenn die Teilprobleme bei der Zerle-
gung nicht digunkt sind, sondern wiederum gemeinsame Teilprobleme enthalten.

Wie beim Divide-and-Conquer-Prinzip wird ein Problem wird in mehrere kleinere (nun nicht
notwendigerweise digunkte) Teilprobleme aufgeteilt. Diese werden gel6st und aus deren L6-
sung eine Losung fur das Ausgangsproblem konstruiert. Dabei wird jedes Teilproblem nur
einmal geldst und das Ergebnis in einer Tabelle solange aufbewahrt, wie es eventuell spéter
noch benétigt wird. Wiederholungen von Berechnungen werden so vermieden.

Die dynamische Programmierung ist dann anwendbar, wenn fir das zu |6sende Problem das
folgende Optimalitatsprinzip gilt:

Jede Teillésung einer optimalen Ldsung, die Lésung eines Teilproblems ist, ist selbst eine
optimale L 6sung des betreffenden Teilproblems.

Man geht nach folgenden Regeln vor:
1. Das zu l6sende Problem wird rekursiv beschrieben.

2. Eswird die Menge K der kleineren Probleme bestimmt, auf die bei Losung des Problems
direkt oder indirekt zugegriffen wird.

3. Es wird eine Reihenfolge Py, ..., P; der Probleme in K festgelegt, so dal3 bel der Lésung
von Problemen P, (1E1 £r) nur auf Probleme Py mit Index k kleiner as | zugegriffen
wird.

4. Die Losungen fur Py, ..., P, werden in dieser Reihenfolge berechnet und gespeichert, wobei
einmal berechnete Ldsungen solange gespeichert werden, wie sie fir spdter noch zu be-
rechnende Problemen direkt oder indirekt bendtigt werden.
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4. Aufzahlungsmethoden: Backtrack-M ethode:

Die Backtrack-Methode ist auf Probleme anwendbar, fir deren Losung kein besseres Verfah-
ren bekannt ist, als alle méglichen Ldsungskandidaten zu inspizieren und daraufhin zu unter-
suchen, ob sie as Ldsung in Frage kommen. Die Backtrack-Methode organisiert diese er-
schépfende Suche in einem im algemeinen sehr grof3en Problemraum. Dabel wird ausge-
nutzt, dal3 sich oft nur partiell erzeugt L dsungskandidaten schon als inkonsistent ausschliefzen
lassen.

Die effiziente Einsatz der Backtrack-Methode setzt voraus, dal? das zu |6sende Problem fol-
gende Struktur aufweist:

1. DieLdsung ist als Vektor (a[1], a[2], ...) unbestimmter, aber endlicher Lange darstellbar.
2. Jedes Element a[i] ist eine Moglichkeit aus einer endlichen Menge A[i].

3. Es gibt einen effizienten Test zur Erkennung von inkonsistenten Teill6sungen, d.h. Kandi-
daten (a[1], a[2], ..., &[i]), die sich zu keiner Lésung (a[1], a[2], ..., a[i], a[i+1], ...) erwei-
tern lassen.

Das Verfahren kann allgemein so formuliert werden:
Schritt 1: Man wahlt als erste Teill6sung a[ 1] ein mogliches Element aus A[1].

Schritt n: Ist eine Teillésung (a[1], a2], ..., a[i]) noch keine Gesamtlésung, dann erweitert
man sie mit dem nachsten nicht inkonsistenten Element a[i+1] aus A[i+1] zur neuen
Teillésung (a[1], a[2], ..., a[i], a[i+1]). Falls dle nicht inkonsistenten Elemente aus
A[i+1] bereits abgearbeitet sind, ohne dal? man eine so erweiterte Teillsung gefun-
den wurde, geht man zuriick und wahlt a[i] aus A[i] neu (bzw. a[i-1] aus A[i-1]
usw., wenn auch ale nicht inkonsistenten Kandidaten fur a[i] bereits abgearbeitet
sind).
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4. Aufzahlungsmethoden: Branch-and-Bound-M ethode (Optimier ungsaufgaben):

Potentielle, aber nicht unbedingt optimale Losungen werden systematisch erzeugt, z.B. mit
der Backtrack-Methode. Diese werden in Teilmengen aufgeteilt, die sich auf Knoten eines
Entscheidungsbaums abbilden lassen. Es wird eine Abschétzung fur das Optimum mitgefuhrt
und wahrend des Verfahrensverlaufs laufend aktualisiert. Potentielle Losungen, deren Ziel-
funktion einen ,,weit von der Abschéatzung entfernten Wert* aufweisen, werden nicht weiter
betrachtet, d.h. der Teilbaum, der bei einer derartigen Lésung beginnt, mufld nicht weiter
durchlaufen werden.

Im folgenden werden die Methoden an einer Reihe von Algorithmen fir unterschiedliche
Probleme erlautert. Wie in Kapitel 1.3 erlautert, ist eine sorgféltige Definition der Grof3e einer
Eingabeinstanz zumindest dann erforderlich, wenn die Eingabe aus numerischen Daten be-
steht und die Laufzeit des Algorithmus vom numerischen Wert der Eingabe abhéngt (insbe-
sondere dann, wenn die Eingabewerte in arithmetischen Operationen vorkommen).

Meist besteht eine Eingabeinstanz | aus einer Menge von n Objekten (Zahlen, Kantenge-
wichte auf den Knoten eines Graphen), die jeweils einen numerischen Wert haben. Ist m der
maximale absolute numerische Wert in der Eingabeinstanz, so bietet sich als Grof3e der Ein-
gabeinstanz daher size(l) =k =n>dog(m+1)(j an, d.h. ein Wert, der proportional zur Anzahl

der Bitsist, die benttigt werden, um | darzustellen.

In der Praxis ist man hauptséachlich an Verfahren interessiert, die hochstens ein polynomielles
Laufzeitverhalten in der Grolie der Eingabe haben. Stellt sich fir einen Algorithmus expo-
nentielles Laufzeitverhaten heraus und dieses bereits in Abgangigkeit von der Anzahl n der
Objekte in einer Instanz, so kann man als Grof3e der Eingabe auch size(1) =n wahlen. Einin

n polynomielles Laufzeitverhalten erfordert hingegen die Untersuchung des Einflusses der
Grolen der numerischen Werte.

2.1 Divide and Conquer

Das Divide-and-Conquer-Prinzip soll am Sortier- und am Suchproblem erléutert werden. In
der Regel fuhrt es auf elegante rekursiv formulierte Algorithmen.

Sortieren von Elementen, auf denen eine Ordnungsr elation besteht

Instanz: X:<a1, _._,an>

X ist eine Folge von Elementen der Form a, = (key,,info); die Elemente sind be-

ziiglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fir a, = (key,,info) und




20 2 Designtechniken

a, :(keyj,infoj) die Beziehung a £a; genau dann, wenn key, £key, ist.

size(x) =n.

LOsUNg: Eine Umordnung p :[1:n]® [1:n] der Elemente in X, so daf <ap(l),...,ap(n)> nach

aufsteigenden Werten der key-Komponente sortiert ist, d.h. es gilt: a,;, £ a,,,, fOr
i=1..n-1.

Als Randbedingung gilt, dal3 die Sortierung innerhalb der Folge x erfolgen soll, also insbe-
sondere nicht zusétzlicher Speicherplatz der Grélenordnung O(n) erforderlich wird (internes

Sortierverfahren).

Zur algorithmischen Behandlung wird eine Instanz x der Grof3e n in einem Feld a gespeichert,
das definiert wird durch

CONST n = ... { Probl engrolRe }
TYPE idx_bereich = 1..n;
key typ = ... { Typ der key-Konponente }
info_typ = ... { Typ der info-Konponente }
entry_typ = RECORD
key : key_typ;
info: info_typ
END;
feld typ = ARRAY [idx_bereich] OF entry_typ

Diefolgende Prozedur i nt er change vertauscht zwel Eintrage miteinander:

PROCEDURE i nterchange (VAR x, y : entry_typ);
{ die Werte von x und y werden miteinander vertauscht }

VAR z : entry_typ;

BEG N { interchange }
zZ = X;
X 1= y;
y 1= z;

END { interchange };

Der folgende Algorithmus qui cksor t beruht auf der Idee der Divide-and-Conquer-Methode
und erzeugt die umsortierte Eingabe <ap(l) ey ap(n)> ;

Besteht x aus keinem oder nur aus einem einzigen Element, dann ist nichts zu tun. Besteht x
aus mehr Elementen, dann wird aus x ein Element e (Pivot-Element) ausgewahlt und das
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Problem der Sortierung von x in zwei kleinere Probleme aufgeteilt, namlich der Sortierung
aller Elemente, die kleiner als e sind (das sei das Problem der Sortierung der Folge x(lower)),
und die Sortierung der Elemente die grofier oder gleich e sind (das sei das Problem der Sortie-
rung der Folge x(upper)); dabei wird as,,Raum zur Sortierung” die Instanz x verwendet. Zu-
vor wird e an digienige Position innerhalb von x geschoben, an der esin der endguiltigen Sor-
tierung stehen wird. Das Problem der Sortierung der erzeugten kleineren Probleme x(lower)
und x(upper) wird (rekursiv) nach dem gleichen Prinzip gelost. Die Position, an der e inner-
halb von x in der endgultigen Sortierung stehen wird und damit die kleineren Probleme
X(lower) und x(upper) bestimmt, sind dadurch gekennzeichnet, dal3 gilt:

k <efurdlekl x(lower) und k3 efirdlekl x(upper).

Sortieralgorithmus mit qui cksort:

Eingabe: x=(a,,..,a,) ist eine Folge von Elementen der Form a, = (key;,info ); die
Elemente sind bezlglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fur
a, = (key,,infq) und a, =(key,,info,) die Beziehung a, £a, genau dann,
wenn key, £ key; ist

VAR a : feld_typ; { Eingabefeld }
i @ idx_bereich;

FORi := 1 TOn DO
BEA N
ali].key = key,;
a.[i].info := info

END;
Verfahren:  Aufruf der Prozedur qui cksort (a, 1, n);
Ausgabe: amita[i].key £ a[i + 1].keyfuri=1..n-1

PROCEDURE qui cksort (VAR a . feld_typ;
| ower : idx_bereich;
upper : idx_bereich);

VAR t . oentry_typ;
m . idx_bereich;
i dx . idx_bereich;
zufalls_idx : idx_bereich;

BEG N { quicksort }
| F | ower < upper
THEN BEG N { ein Feldelement zufallig aussuchen und
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mt a[lower] austauschen }
zufalls_idx := |ower
+ Trunc(Random * (upper - lower + 1));

interchange (a[lower], a[zufalls_idx]);

t .= a[lower];
m:= | owner;
FOR idx := lower + 1 TO upper DO
{ es gilt: a[lower+1] , ..., a[n <t und
a[m-l], ... a[idx-1] >=t }
I F a[idx].key < t.key
THEN BEG N
m:= ml;

{ vertauschen von a[n] und a[idx] }
i nterchange (a[n, a[idx])
END;

{ a[lower] und a[n] vertauschen }
i nterchange (a[lower], a[n]);

{ es gilt: a[lower], ..., a[m1l] < a[n und
a[m <= a[ml], ..., aJupper] }

qui cksort (a, lower, m1l);
qui cksort (a, m+l, upper);

END { |F}

END { quicksort };



2.1 Divide and Conquer 23
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Der Algorithmus stoppt, da in jedem qui cksor t -Aufruf ein Element an die endgultige Pos-
tion geschoben wird und die Anzahl der Elemente in den qui cksor t -Aufrufen in den beiden
restlichen Teilfogen zusammen um 1 verringert ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus
der Invariante der FOR-Schleife.

Das beschriebene Verfahren mit der Prozedur qui cksort sortiert eine Folge x=(ay,...,a,)

aus n Elementen mit einer (worst-case-) Zeitkomplexitdt der Ordnung O(nz). Diese Schranke

wird erreicht, wenn zuféllig in jedem qui cksor t -Aufruf das Pivot-Element so gewahlt wird,
dai3 die Teilfolgen x(lower) kein Element und x(upper) ale restlichen Elemente enthalten
(bzw. umgekehrt). Das Verfahren mit der Prozedur qui cksort ist aso von der Ordnung

Q(nz). Im Mittel ist das Laufzeitverhalten jedoch wesentlich besser, namlich von der Ord-
nung O(nx¥og(n)).

Es lar’dt sich zeigen, dal? jedes Sortierverfahren, das auf dem Vergleich von Elementgréfien be-
ruht, eine untere Zeitkomplexitat der Ordnung V\,(n ﬂog(n)) und eine mittlere Zeitkomplexitét
ebenfalls der Ordnung W(nxog(n)) hat, so da? das Verfahren mit der Prozedur qui cksor t
optimales Laufzeitverhalten im Mittel aufweist. Dal3 das Verfahren mit der Prozedur qui ck-
sort inder Praxis ein Laufzeitverhalten zeigt, das fast alle anderen Sortierverfahren schlagt,
liegt daran, dal3 die ,, ungunstigen“ Eingaben fur qui cksort mit gegen O gehender Wahr-
scheinlichkeit vorkommen und die Auswahl des Pivot-Elements zuféllig erfolgt.

Ein Sortierverfahren, das auch im schlechtesten Fall (und im Mittel) die optimale Zeitkom-
plexitét der Ordnung O(nxog(n)) hat, ist die Sortierung mit der Prozedur heapsor t 2. Diese
beruht auf der Manipulation einer fir das Sortierproblem geeigneten Datenstruktur, einem Bi-

nérbaum mit ,, Heapeigenschaft”, und nicht auf dem Divide-and-Conquer-Prinzip, so dal3 sie
hier nur der Vollstandigkeit halber angefihrt wird.

2 In der hier beschrieben Implementierung ist heapsort in der Praxis der Prozedur qui cksort unterlegen.
Varianten der Prozedur heapsort zeigen jedoch das theoretisch beweisbare gegeniiber dem qui cksort gun-
stigere Laufzeitverhalten; siehe dazu: Wegener, |.: Bekannte Sortierverfahren und eine HEAPSORT-Variante,
die QUICKSORT schlégt, Informatik-Spektrum, 13: 321-330, 1990.
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PROCEDURE heapsort ( VAR a . feld_ typ;
[ ower : idx_bereich;
upper : idx_bereich);

VAR i dx : idx_bereich;

PROCEDURE reconstruct _heap (VAR a : feld_ typ;
i, j : idx_bereich);

{ Die Prozedur ordnet die Elenente imFeld a[i], ..., a[j]
so um dalR anschlielBend di e Heap- Ei genschaft gilt:
a[k].key >= a[2k].key fiur i <= k <=j/2 und
a[ k] . key >= a[2k+1].key fur i <=k < j/2 }

VAR i dx : idx_bereich;

BEG N { reconstruct heap }
IFi <=j/2 { d.h. a[i] ist kein Blatt }
THEN BEG N
IF (a[i].key < a[2*i].key)
OR ( (2*i+1 <=j) AND (a[i].key < a[2*i+1].key) )
THEN BEG N { a[i] hat einen Sohn mit grofRerem Wert }
IF 2%i+1 > |j
THEN idx := 2*i
ELSE BEA N
IF a[2*i]. key >= a[2*i +1] . key
THEN idx := 2*i
ELSE idx := 2*i +1;
END;
{ Vertauschen von a[i] mt a[idx] }
i nterchange (a[idx], a[i]);
{ di e Heap-Eigenschaft im Teil baum w eder
herstel | en }
reconstruct _heap (a, idx, j)
END
END
END { reconstruct _heap } ;

BEA N { heapsort }

{ buil dheap:
wandl e a[lower] , ... a[upper] in einen Heap um
dabei wird ausgenutzt, dall die Elemente mt "hohen"
I ndi zes kei ne Nachf ol ger haben }

FOR idx := upper DV 2 DOMNTO | ower DO
reconstruct _heap (a, idx, upper);
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{ sortiere den Heap }
i dx := upper;
WHI LE idx >= 2 DO
BEG N
{ vertausche a[lower] nit a[idx] }
i nterchange (a[lower], a[idx]);
idx :=idx - 1;
reconstruct _heap (a, |ower, idx)
END { WHLE }

END { heapsort };

Suchen eines Elementsin einer sortierten Folge

Instanz: x=((a,....a,)a)
(a,...,a,) ist eine Folge von Elementen der Form &, = (key, ,info,); die Elemente
sind beziiglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fir a, = (key,,info )
und a, :(keyj,infoj) die Beziehung a, £4a; genau dann, wenn key; £ key, ist.
Auferdem ist die Folge (a,,...,a,) aufsteigend sortiert, d.h. es gilt: a £a,, fir
i =1,...,n- 1; aist ein Element der Form a = (key, info).
sze(x) =n.

LOsung: Entscheidung ,ja‘, wenn a in der Folge (a,, ...,a,) vorkommt; in diesem Fall soll
auch die Position (der Index) von ainnerhalb von (a, ..., a,) ermittelt werden.
Entscheidung , nein“, wenn a in der Folge (a,, ..., a,) nicht vorkommt.

Bemerkung: a = (key,info) kommt in der Folge (a,,...,a,) genau dann vor, wenn

die Folge ein Element a, = (key,,info ) enthalt mit key = key, .

Zur agorithmischen Behandlung wird eine Instanz x der Gréfée n (mit den obigen Deklaratio-
nen) in einem Feld t gespeichert. Der folgende Algorithmus bi n_sear ch beruht wieder auf
der Idee der Divide-and-Conquer-Methode: Wenn die Eingabefolge (a,...,a,) leer ist, dann
ist ainihr nicht enthalten, und die Entscheidung lautet ,nein®. Andernfalls wird das mittlere
Element in (a;,...,a,) daraufhin untersucht, ob die jeweiligen key-Komponenten Uberein-

stimmen (bel einer geraden Anzahl von Elementen wird das erste Element der zweiten Hélfte
genommen). Falls dieses zutrifft, ist die Suche beendet und die Position von a in (a;, ..., a,)

bestimmt. Falls dieses nicht zutrifft, liegt a, wenn es tiberhaupt in (a,...,a,) vorkommt, im

vorderen Abschnitt (namlich dann, wenn die key-Komponente von a kleiner als die key-
Komponente des Vergleichselements ist) bzw. im hinteren Abschnitt (namlich dann, wenn die
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key-Komponente von a grofer als die key-Komponente des Vergleichselements ist). Die Ent-
scheidung, in welchem Abschnitt weiterzusuchen ist, kann jetzt getroffen werden. Gleichzei-
tig wird durch diese Entscheidung die Hélfte aller potentiell noch auf Ubereinstimmung mit a

zu Uberprifenden Elemente in (a,,...,a,) ausgeschlossen. Im Abschnitt, der weiter zu tiber-

prifen ist, wird nach dem gleichen Prinzip (rekursiv) verfahren. Unter Umstanden mul3 die
Suche fortgesetzt werden, bis ein noch zu Uberpriifender Abschnitt innerhalb (a,...,a,) nur

noch ein Element enthalt.

Suchalgorithmus mit Binar suche:

Eingabe: x=(<a1,...,an>,a);
(a,...,a,) ist eine Folge von Elementen der Form &, = (key, ,info); die Ele-

mente sind bezlglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fir
a, = (key,,infq) und a, =(key,,info,) die Beziehung a, £a, genau dann,

wenn key, £ key, ist. AuRerdem ist die Folge (a,, ..., a,) aufsteigend sortiert,

dh. es gilt: a £a, fiur i=1..,n-1; a ist ein Element der Form

a = (key, info).

VAR t : feld_typ; { Ei ngabefeld }
a coentry_typ; { Suchel enent }
gefunden : BOOLEAN { Entschei dung }
i ndex : idx_bereich; { Position des Such-

el ements innerhal b der
Ei ngabef ol ge }
i . idx_bereich;
FORi :=1 TOn DO
BEG N
t[i].key := key;
t[i].info := info
END;
ali].key := key;
ali].info := info;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur bi n_search (a, t, 1, n, gefunden, index);

Ausgabe: gefunden = TRUE, index = i,falsaanderPositioniin (a,,..,a,) vor-

n

kommt; ansonsten gef unden = FALSE.
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PROCEDURE bi n_search (a entry_typ;
t feld typ;
i_mn i dx_berei ch;
i _max : 1 dx_bereich
VAR gef unden: BOOLEAN;
VAR i ndex i dx_bereich);

{ gefunden = TRUE, falls a unter t[i_min], ..., t[i_max] vorkomt;

in diesemFall ist a = t[index] mt i_mn £ index £ i_max;
gef unden = FALSE sonst }
VAR m ddl e: idx_bereich; {Index auf das mittlere Fel del ement

von t[i_mn], t[i_max] }
BEG N { bin_search }
gefunden : = FALSE;
IFi_mn < i_max
THEN BEG N { der Fel dausschnitt t[i_mn], ..., t[i_nax]
enthalt mndestens 2 El enente }

mddle :=

| F a. key =

THEN BEG N
gefunden :
i ndex

END

BEA N
I F a.key < t[niddle].key
THEN bin_search (a, t, i_min

i_mn + ((i_max -
t[m ddl e] . key

i_mn+ 1) DV 2);

TRUE;
m ddl e

ELSE

m ddl e- 1,

gef unden,
i _max,
gef unden,

i ndex)
ELSE bin_search (a, t, mddle + 1,
i ndex)
END
END
ELSE BEG N
| F a. key =
THEN BEG N
gefunden :
i ndex
END

t[i_mn].key

TRUE;
i_mn

END

END { bin_search };

Der Algorithmus stoppt, da in jedem bi n_sear ch-Aufruf, der einen Abschnitt der Lange k
untersucht (K =i _nmax — i_mn + 1), héchstens ein weiterer bi n_sear ch-Aufruf mit

'ek L vielen Elementen erfolgt. Die Korrektheit des Algorithmus ist offensichtlich.
2
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Das beschriebene Verfahren mit der Prozedur bi n_sear ch entscheidet die Frage, ob ein
Element a in einer sortierten Folge x=(a,,...,a,) aus n3 1Elementen vorkommt mit hoch-

stens dog, (n)(i+1 vielen Elementvergleichen. Diese (worst-case-) Zeitkomplexitét der Ord-

nung O(log(n)) ist optimal.

Die folgende Abbildung zeigt alle moglichen Vergleichselemente, die im ungunstigten Fall
inspiziert werden massen.
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) Vergleichselement

|Niveau 0

|Niveau 1

INiveau 2

Niveau 3

Niveau m
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2.2 Greedy-Methode

Die Greedy-Methode wird in diesem Kapitel sowohl an einem typischen Maximierungspro-
blem als auch an einem Minimierungsproblem erl&utert.

Das Rucksackproblem als M aximier ungspr oblem
(maximum knapsack problem)

Instanz: 1. | =(AM)
A={a,..,a } ist eine Menge von n Objekten und M1 R_, die , Rucksackka-

pazitét“. Jedes Objekt a , i =1,..,n, hat die Form a =(w,p,); hierbei be-
zeichnet w T R_, dasGewichtund p, T R_, den Wert (Profit) des Objekts a,
sze(l)=n

i

2. SOL(I)={ (X X, )[O£ X, £1fiiri =1,...,nund § X, w, £ Mg
|

i=1

3. fir (x,,...,x,)1 SOL(I) ist die Zielfunktion definiert durch

(1, (% ,)) = & % P

i=1
4. goal = max
Losung: (x;,...,x; )1 SOL(1) mit
(1) O£ x £1furi=1,...,n

(2) & X w EM

i=1

@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen moglichen Auswahlen
i=1

Xy X, die (1) und (2) erfllen.

Fur einelnstanz | =(A M) mit éwi £ M setzt man xi* =1 fldri=1, .., n. Daher kann man
i=1

im folgenden § w; >M annehmen,
i=1

Zur Ermittlung einer optimalen (maximalen) Lésung werden die Objekte a, = (w;, p;) und die
Rucksackkapazitdt M einer Instanz | = (A, M) in geeignete Datenobjekte eines Algorithmus
umgesetzt.

Der Algorithmus verwendet zur Speicherung der Eingabemenge A die Datentypen
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CONST n = { Probl engrolRe }

TYPE idx_bereich = 1..n;

input _itemtyp = RECORD
w : REAL { Gewicht eines hjekts }s
p : REAL { Wert eines bjekts }s
j | NTEGER { urspringliche Obj ekt nummrer}
END;

i nput_feld_ typ

ARRAY[ i dx_bereich] OF input_itemtyp;

Im Verlauf des Algorithmus werden die Objekte nach absteigenden Werten p, /w; umsortiert.

Um die urspriingliche Numerierung der Objekte zu ihrer Identifizierung zu erhalten, wird die-
sein der Komponente j eines Eingabeobjekts vom Typi nput _i t em t yp vermerkt.

Algorithmus zur L 6sung des Rucksackproblems:

Eingabe: A={a,...a,} eine Menge von n Objekten und M1 R_,, die Rucksackkapa-
zitét. Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a =(w,, p,); hierbei bezeich-
net w1 R_, dasGewichtund p,T R, den Wert (Profit) des Objekts a
VAR A : input_feld_ typ; { bjekte }
M : REAL; { Rucksackkapazit at }
X . input_feld_ typ; { optinmal e LAosung }
i : idx_bereich;
FORi :=1 TOn DO
BEG N
Ail.w:= w,;
Alil.p = p;
AT ) =0
END;
M:= M;
Verfahren:  Aufruf der Prozedur gr eedy_r ucksack (A, M Xx);

Ausgabe: X, =x[i] fari=1,..n
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PROCEDURE greedy_rucksack ( A . input_feld_ typ;
M © REAL;
VAR x : input_feld_typ);

{ die Prozedur |dst das Rucksackproblem fir die Qbjekte im

Fel d A und di e Rucksackkapazitat M }
VAR i dx : idx_bereich; { Laufi ndex }
current : REAL; { verbl ei bende Rucksackkapazitat }
y : input_feld_typ; { Losung der unsortierten Eingabe }

BEG N { greedy_rucksack }

{ Loésung nmit O initialisieren }
FORidx := 1 TOn DO y[idx] := O;

{ Unmsortierung des Felds A nach abstei genden Werten p,/w ;

das Ergebnis des unsortierten Felds steht wi eder im

Feld A; die Konponente Alidx].j wird nicht verandert.

Pseudocode: }
-- SORT (A, absteigend nach Werten Alidx].p/Alidx].w;

current := M
idx = 1;
VWHI LE (idx <= n) AND (current > 0) DO
BEG N
| F A[idx].w <= current
THEN BEG N
ylidx] :=1;
current := current - Alidx].w
END
ELSE BEG N { Rucksack gefullt, keine weiteren El enente
hi nzunehnen }
y[idx] = current/Alidx].w
current := 0;
END;
idx :=idx + 1;
END,

{ Das Ergebnis in der urspringlichen Numerierung zurickgeben:}
FORidx :=1 TO n DO
X[A[idx].j] := y[idx];

END { greedy_rucksack };
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Esailt:

Iss 1 =(A/M) eine Instanz des Rucksackproblems (as Maximierungsproblem) mit
size(l) =n, dann liefert das beschriebene Verfahren mit der Prozedur gr eedy_r ucksack
eine optimale Losung mit einer (worst-case-) Zeitkomplexitét der Ordnung O(n:log(n) +n).
Sind die Eingabeobjekte bereits nach absteigenden Werten p,/w. sortiert, so kann man eine
optimale Lésung mit der (worst-case-) Zeitkomplexitét O(n) ermitteln.

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V'V die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht.
sze(G) =n.

Losung: Die minimalen Gewichte d, der Wege vom Knoten v, zu allen anderen Knoten v,

des Graphsfuri=1, ..., n.

Zur agorithmischen Behandlung wird der Graph G = (V, E,w) in Form seiner Adjazenzma-
trix A(G) gespeichert. Dieseist definiert durch

_ _ : iwl((v,v,)) fais(v.v )i E
AG) = A = lai,jJ(n,n) mit &, ; Iy :

sonst

Es werden folgende Datentypen verwendet:
CONST n = ... { Probl engrolRe }

unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche

REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knotenbereich = 1..n;

matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenbereich] OF REAL;

bit feld = ARRAY [ knot enberei ch] OF BOOLEAN,

feld = ARRAY [ knot enber ei ch] OF REAL;

Die folgende Funktion ermittelt das Minimum zweier REAL-Zahlen:
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FUNCTION min (a, b: REAL):REAL;

BEGN{ nmn}
IFa<=Db THEN mn :
ELSE min :

END { min };

I
oo

Der folgende Algorithmus zur L 6sung des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-
richteten Graphen realisiert das allgemeine Prinzip der Greedy-Methode: Zunéchst gelten alle
Knoten v, bis auf den Knoten v, als ,nicht behandelt”. Aus den nicht behandelten Knoten
wird ein Knoten ausgewdhlt, der zu einer bisherigen Teill6sung hinzugenommen wird, und
zwar so, dal’ dadurch eine bzgl. der Teillésung, d.h. bzgl. der behandelten Knoten, optimale
L 6sung entsteht.

Eingabe: G=(V,E,w) en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht

VAR A ©omatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
distanz : feld;

FORi := 1 TOn DO

FORj := 1 TOn DO
I'F (v,v, )l E THEN AT, 1 0= wi(v,v)))
ELSE Ali, j] := unendlich;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur mi ni nal e_wege (A, distanz);
Ausgabe: d. =distanz[i] fari=1,..,n.

PROCEDURE mi ni mal e_wege ( A Comatrix;
VAR distanz : feld);

VAR rest_knoten : bit_feld; { Kennzei chnung der noch nicht
behandel ten Knoten: ist v, ein
ni cht behandel ter Knoten, so
ist rest_knoten[i] = TRUE }

i dx . knot en_ber ei ch;
u . knot en_ber ei ch;
exi st . BOOLEAN;
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PROCEDURE auswahl (VAR knoten . knot en_ber ei ch;
VAR gefunden : BOOLEAN);

{ die Prozedur wahlt unter den noch nicht behandelten
Knoten einen Knoten mit mninmal emdistanz-Wert aus
(in knoten); gibt es einen derartigen Knoten, dann ist

gefunden = TRUE, sonst ist gefunden = FALSE }
VAR i . knot en_ber ei ch;
mn : REAL;

BEG N { auswahl }
gefunden : = FALSE;
mn ;= unendl i ch;

FORi :=1 TOn DO
| F rest_knoten [i]
THEN BEG N
I|F distanz [i] < mn
THEN BEG N
gefunden : = TRUE;
knot en i;
m n distanz [i]
END

END

END { auswahl };

BEG N { m ni mal e_wege }
{ Gewichte zum Startknoten initialisieren und alle Knoten,
bis auf den Startknoten, als nicht behandelt kennzeichnen: }
FORidx := 1 TOn DO
BEA N

di st anz[i dx] = A1, idx];
rest _knoten[idx] := TRUE
END;
di st anz[ 1] = 0;
rest _knoten[ 1] := FALSE;

{ einen Knoten mt mnimal em Di stanzwert aus den Restknoten
auswahl en: }
auswahl (u, exist);

WH LE exi st DO
BEA N
{ den gefundenen Knoten aus den noch nicht behandel ten



2.2 Greedy-Methode 37

Knot en her ausnehnen: }
rest _knoten[u] := FALSE

{ fur jeden noch nicht behandelten Knoten idx, der mt
dem Knoten u verbunden ist, den distanz-Wert auf den
neuesten Stand bringen: }

FORidx := 1 TOn DO
| F rest _knoten[idx]

AND
(Alu, idx] <> unendlich)
THEN distanz [idx] := mn (distanz[idx],

distanz[u] + Alu, idx]);

{ einen neuen Knoten mit mninmalemD stanzwert aus den
Rest knot en auswahl en: }
auswahl (u, exist);

END {WHI LE exist }
END { m ni nal e_wege };

Esgilt bei Eintritt in die WHI LE exi st DO-Schleife folgende Schleifeninvariante:

(1) Ist der Knoten v, ein bereits behandelter Knoten, d.h. rest _knot en[ i ] =FALSE, dann
ist di stanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v,, der nur behandelte
Knoten v, enthdlt, fir dieasorest _knot en[j ] =FALSE ist.

(2) Ist der Knoten v, ein nicht behandelter Knoten, d.h. rest _knot en[ i ] =TRUE, dann ist
di stanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v., der bis auf v. nur be-
handelte Knoten v; enthdlt, fir dieasor est _knot en[j ] =FALSE ist.

Die Schleifeninvariante ermdglicht die Anwendung der Greedy-Methode; aus ihr folgt die
Korrektheit des Algorithmus.

Ist G=(V,E,w) eine Instanz des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten
Graphen mit size(G) = n, dann liefert das beschriebene Verfahren mit der Prozedur mi ni ma-
| e_wege im Feld di st anz die minimalen Gewichte d. der Wege vom Knoten v, zu allen
anderen Knoten v, des Graphsfur i =1, ..., n. Die (worst-case-) Zeitkomplexitéat des Verfah-

rensist von der Ordnung O(n?).
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Beispid:

DieInstanz G = (V,E,w) sei gegeben durch folgende graphische Darstellung:

Die Adjazenzmatrix zu G lautet

& 28 2 ¥ 1 ¥ ¥ ¥ u
ge.é ¥ ¥ 9 ¥ 10 ¥ ¥3
& ¥ ¥ ¥ ¥ 24 ¥ 27@
% ¥ ¥ ¥ 5 ¥ g 7Y
AG)=¢§ ;
& 8 ¥ ¥ ¥ 26 ¥ ¥uU
a
g¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ o8 1
& ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ 7U
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥g
u wird jeweils beim Aufruf der Prozedur auswahl (u, exist) ausgewahit:
u nichtbehandelte | di stanz |di stanz | di stanz | di stanz | di stanz | di stanz | di stanz | di stanz
K noten [1] [2] [3] [ 4] [ 5] [ 6] [7] [ 8]
2345678 28 2 ¥ 1 ¥ ¥ ¥
51234678 9 2 ¥ 27 ¥ ¥
3124678 9 ¥ 26 ¥ 29
214678 18 19 ¥ ¥
41678 19 26 25
6|78 26 20
8 |7 26
7

leer
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2.3 Dynamische Programmierung

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem
(minimum traveling salesper son problem)

Instanz: 1. G=(V,E,w)

G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht

2. SOL(G) = {T T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G};
eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt

3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, ) (v, v, ) (v, v} (v, v, ) it die Zietfunktion

1

definiert durch m(G,T):f6 W(vii ,vim)+w(vin,vil)

j=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T T SOL(G), die minimale Kosten (unter allen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).

Im folgenden wird v, =v, gesetzt.

Um die Methode der Dynamischen Programmierung anzuwenden, wird das Problem rekursiv
beschrieben (Regel 1.):

Das Problem wird algemein mit P (v,,S) bezeichnet. Dabei ist v,1 V und ST V mit v,i S
und v,7 S. P(v,,S) beschreibt das Problem der Bestimmung eines Weges mit minimalem
Gewicht von v, durch alle Knoten von Snach v,. Dasfirr P(v,,S) ermittelte (optimale) Ge-
wichtsei g(v;,S). Eventuell ist g(v.,S) =¥ .

Gesucht wird eine Lésungvon P (v,,V - {v,}) bzw. g(v,,V - {v,}).

Eine rekursive Problembeschreibung ergibt sich aus der Uberlegung, dai’ eine kostenoptimale
Tour fur das Problem P (v;,S) mit einer Kante (v,,v; )] E mit v, T S beginnt und dann aus

einem kostenoptimalen Weg von v, durch ale Knoten von S- {vj} zum Knoten v, besteht.

Daher gelten die Rekursionsgleichungen fur g(v;,S):
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g(v,,S) =min{ w{(v,,v,))+ glv,,S- {v,})Iv, T S} fiir v, Sund v, S
a(v,, A =w((v,,v,)) firi=2, ..., n.

Diese Rekursionsformeln legen die Berechnungsreihenfolge fest; die Mengen auf der rechten
Seite bei der Berechnung von g werden immer weniger méchtig (Regel 2. und Regel 3.):

Teilproblem (Berechnung in aufsteigender Optimaler Wert der Zielfunktion
Reihenfolge)
P(v,, /&) furi=2,..,n olv. &) furi=2,..,n
P(v,S) mit|§=1,v,i S, vi S g(v,,S) mit [§=1,v,T S, v, S
P(v,S)mit|[§=2,v,T S, v, S g(v,,S) mit [§=2, v;T S, v,T S

.I;(vi,S) mit[§=n-1,v,[ S, v, S,dh. ;].(vi,S) mit [§=n-1,v,[ S, v,I S,dh.
P (Vl V- {Vl}) g(Vl V- {Vl})

Beispid:

Gegeben sei der folgende Graph G = (V,E,w) mit n = 4 Knoten durch seine Adjazenzmatrix

& 10 15 200
é a
AG) = é5 ¥ 9 101]

&6 13 ¥ 120
€ u
&8 8 9 ¥

gvy.{vol) = wilv v,)) +glv, B) =15, glvidve)) =w((v,.v,))+ glv, )= 21,
g(vy.{v.}) = wllv,. v, )+ olv,. ) = 28,

g(Vz ’{Vs}) = W((Vz Vs)) + g(Vs’/E) =15 a\v; ’{V4}) =W (Vz WV ))+ 9(V4 "LE) =18,
g(va fv.l) =w((va,v, )+ olv B) =18, glva,{va}) = wi(v,,v, )+ glv.. ) = 20,
9(V4 ’{Vz}) = W((V4 Vz)) + g(Vz "LE) =13 a\v, ’{Vs}) =W (V4 Vs)) + g(Vs’/E) =15
9(vy,{v,,val) = min{w((v,, v, )+ g (v, {val), wllva.va))+ olva fv. 1) = 25,
9(vy.{v,,va}) = minfw((v,, v, )) + glv,. v }). wllvy.v. )+ alv. fv. 1)} = 28,
g(vy,{va, v, }) = min{w((v,, va))+ g(va fv.}), wllv,.v. )+ (v, v}t =35

9(v, {vs, v }) = min{w((v,., v, )+ (v dva}). wilv,.v. )+ av, v:h = 25,
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9(va {2 v va) = min{w((v,, v, )+ 9V, v, vid), wilvi, va)) + 9(vsdva vid) wllvi, v )+ glvi v, v} =

Algorithmus zur L6sung des Problems des Handlungsr eisenden:

Es werden wieder die bereits bekannten Deklarationen verwendet:

CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knot enberei ch
matri x

1..n;
ARRAY [ knot enber ei ch, knot enberei ch] OF REAL;

Die Knotennummern einer optimalen Tour werden in der berechneten Reihenfolge in Form
einer verketteten Liste ermittelt: der Typ eines Eintrags dieser Liste ergibt sich aus der
Typdeklaration

Atour _item
RECORD
nr . knot en_ber ei ch;
next : tour_itemptr { Verweis auf die
nadchste Knotennunmer der Tour }

TYPE tour_itemptr
tour_item

END;
Aulerdem wird die Typdeklaration
TYPE knoten_nmenge = SET OF knot en_bereich;
verwendet.
Die folgende Funktion ermittelt das Minimum zweier REAL-Zahlen:
FUNCTION min (a, b: REAL):REAL;

Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht.
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VAR A matri x; { Adjazenzmatrix }
i . knot enberei ch;
j . knot enberei ch
tour_ptr tour_itemptr;
| aenge REAL ;
FORi := 1 TOn DO
FORj := 1 TOn DO
I'F (v,v, )l E THEN AT, 1 0= wi(v,v)))
ELSE Ali, j] := unendlich
Verfahren:  Aufruf der Prozedur sal esman (A, tour_ptr, |aenge); die Prozedur
sal esman ruft zur Ermittlung einer optimalen Tour die Prozedur dyn_g auf.
Ausgabe: | aenge gibt das minimale Gewicht einer Tour durch G an, die beim Knoten

PROCEDURE sal esman (A

v, beginnt und endet; t our _ptr verweist auf den ersten Eintrag einer verket-
teten Liste mit den Knotennummern einer optimalen Tour (in dieser Reihenfol-

ge).

VAR tour_ptr

VAR | aenge
);

BEG N { sal esman }

dyn_g(1,
{sal esman }

END

[2..n], n - 1, |aenge,

mat ri x;
tour_itemptr;

{ Verweis auf den ersten
Knot en der Tour

REAL { Lange der Tour

tour_ptr)

}
}
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Dabei ist dyn_g definiert durch:

PROCCEDURE dyn_g (i . knot en_ber ei ch;
s . knot en_nenge;
anz . INTEGER, { Machtigkeit von s }
VAR wert . REAL; { mnimles Gewi cht }

VAR start_ptr : tour_itemptr;
{ Verweis auf den ersten Knoten
einer Tour mt mn. Gew cht,

begi nnend bei m Knoten v,, durch

alle Knoten von s nach v, }
);
VAR k_i dx : knot en_berei ch;
k_next : knot en_berei ch;
c_wert . REAL;
c_ptr : tour_itemptr;
itemptr : tour_itemptr;
BEG N {dyn_g }
New(item ptr);
itemptr”. nr =g
start_ptr = itemptr;
IF anz = 0
THEN BEG N
wer t = Ali, 1];
itemptr®. next := NL
END
ELSE BEG N
wert := unendlich;
FOR k_idx := 2 TO n DO
BEG N
IF (k_idx INs)
THEN BEG N
dyn_g (k_idx, s - [k_idx], anz - 1,
c_wert, c_ptr);
IF wert >= Ali, k_idx] + c_wert
THEN BEG N
wert := Ali, k_idx] + c_wert;
itemptr”. next := c_ptr
END
END { IF}
END { FOR}
END

END {dyn_g };
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Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrens zur Berechnung von g(v,,V - {v,}) bei Ein-
gabe einer Instanz G mit size(G) =n ist von der Ordnung O(n2 >Q”).

Bemerkung: Die exponentielle Laufzeit des Verfahrens ergibt sich bereits in Abhangigkeit
von der Anzahl der Knoten der Eingabeinstanz. Bei einer Berticksichtigung der
Werte der Kantengewichte in der Wahl fir size(G) bleibt es bei einem expo-

nentiellen Laufzeitverhalten. Daher ist die Wahl size(G) =n fur eine Instanz G
mit n Knoten sinnvoll.

Das 0/1-Rucksackproblem als M aximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

Instanz: 1. | =(AM)

A={a,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M1 R_, die , Rucksackka-
pazitét“. Jedes Objekt a, i =1,...,n, hat die Form a =(w,p,); hierbei be-
zeichnet w T R_, dasGewichtund p, T R_, den Wert (Profit) des Objekts a, .
size(1) = nxdog(p,., Ju mit p,. =max{p i =1,...,n}

2. SOL(I):i(xl,...,xn)|xi =0oder x, =1furi =1,...,nund § x xw, EME; man

| i=1

beachte, dal3 hier nur Werte x. =0oder x. =1 zul&ssig sind

3. m(l,(x,... x,)) =& % xp, fur (x,,....x, )T SOL(I)

i=1

4. goal = max
LOsung: Eine Folge X;,..., X, von Zahlen mit
(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2) & X w EM

i=1
@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maxima unter alen méglichen Auswahlen
i=1
Xy X, die (1) und (2) erfllen.

Fir eineInstanz | = (A M) wird im folgenden wieder § w. >M angenommen.
i=1
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Die Greedy-Methode zur L6sung des (allgemeinen) Rucksackproblems fihrt, angewandt auf
das 0/1-Rucksackproblem, nicht auf eine optimale Ldsung, wie folgendes Beispiel zeigt:

| =(AM) mitn=3,

a, = (w,, p,) = (510,550), a, = (w,, p,)=(500,500), a, = (w,, p,)= (500, 500),

M = 1000

fuhrt bei Anwendung der Greedy-Methode auf x;, =1, X, =X, =0 und den Wert der Ziel-
funktion m(l,(x,, x,,x,))=550. Zu beachten ist hierbei, da die Objekte nicht geteilt werden

durfen. Eine optimale Lésung fir | lautet jedoch x; =0, x;, = x; =1 mit m" (1) =1000.

Es sal dielnstanz | =(A /M) mit size(l) =n gegeben. Die Menge A der Objekte sei in der
folgenden Darstellung fest. Das Problem der Ermittlung einer optimalen Ldsung fir diese In-
stanz wird in kleinere Probleme zerlegt, die jeweils nur einen Teil der Objekte in A und varia-
ble Rucksackkapazitaten betrachten. Aus optimalen Lésungen dieser kleineren Probleme wird
schrittweise eine optimale L 6sung des urspriinglichen Problems zusammengesetzt.

Das urspriingliche Problem der Ermittlung einer optimalen Losung fur | betrachtet alle n
Elemente und die Rucksackkapazitét M. Es soll daher mit RUCK(n, M) bezeichnet werden.
Werden nur die Objekte &, ...,a; und die Rucksackkapazitét y betrachtet, so wird dieses klei-

nere Problem mit RUCK(j, y) bezeichnet. Eine optimale Losung fir RUCK(], y) habe einen
Wert der Zielfunktion, der mit f,(y) bezeichnet wird.

Gesucht wird also neben (x;,...,x. )] SOL(I) der Wert m’(1) = f,(M).

Bel der Methode der Dynamischen Programmierung wird das zu l6sende Problem zunéchst
rekursiv beschrieben (Regel 1.), die Menge der kleineren Probleme bestimmt, auf die bel der
Losung des Problems direkt oder indirekt zugegriffen wird (Regel 2.), und die Rethenfolge
festgelegt, in der diese Teilprobleme gel6st werden (Regel 3.):

Umsetzung der Regel 1.:

Zwischen den Problemen RUCK(j, y) mit ihren Zielfunktionswerten f;(y) besteht folgender

(rekursiver) Zusammenhang:
f.(y)=max{f, .(y), f..ly-w)+p}firj=n,.,5,0£y£M (,Riickwartsmethode")

fo(y) =0 fUrOE yEM und f,(y)=-¥ firy<O.

f,(y) kann as Funktion von y aufgefaldt werden. Aus der Kenntnis des (gesamten) Funkti-

onsverlaufsvon f_ istinsbesondere m (1) = f (M) ablesbar. Es zeigt sich (siehe unten), dal?

aus der Kenntnis des Funktionsverlaufs von f  an der Stelle M auch eine optimale L6sung
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(x;, o X )T SOL(l) ,leicht* ermittelt werden kann. Daher wird zunéchst eine Methode zur

Berechnung und Speicherung der Funktionsverlaufe f;(y) beschrieben.

Umsetzung der Regeln 2. und 3.

Teilproblem (Berechnung in aufsteigen- | Optimaler Wert der Zielfunktion
der Reihenfolge)

RUCK(O,y), YEM fo(y) mtyEM

RUCK(Ly), 0EY£EM f.(y) mty£eM

RUCK(2,y), 0EYEM f,(y) mityEM

RUCK(n,y), 0£ yEM f (y) mityEM

Zur Berechnung von f, (y) gemaR der rekursiven Formel
f.(y)=max{f, ,(y), f . ly-w)+p}firj=n,..,L0EyEM
braucht wegen yEM und y- w; £M nur die Funktion f, ,(y) bereitgehalten zu werden.

Um jedoch aus f, an der Stelle M eine optimale Ldsung (xl,...,xn)T SOL(I) zu ermitteln,

werden alle Funktionen f;(y) furj =0, ..., n benctigt.

Man sient leicht, da wegen x, T {0} und p,1 R,, die Funktionen f,(y) Treppenfunktio-
nen sind. Zur Algorithmen-gerechten Speicherung des Funktionsverlaufs von f,(y) brauchen
daher nur die Sprungstellen der Funktion gespeichert werden.

Essel S, furj =0, ..., ndie Menge der Sprungstellen von f;.

Umsetzung der Regel 4.:

Die agorithmische Umsetzung des L 6sungsverfahrens fur das 0/1-Rucksackproblem mit Hil-
fe der Methode der Dynamischen Programmierung, d.h. die Erzeugung der Funktionen f, ..

f, bzw. der Mengen ihrer Sprungstellen S, ..., S, und die Ermittlung einer optimalen L6-

sung, wird im folgenden nur mit Hilfe von Pascal-ahnlichem Pseudocode angegeben. Dabel
werden folgende Begriffe verwendet:

Ein Zahlenpaar (W,P) dominiert ein Zahlenpaar (W¢ P(), wenn W £W¢und P3 PC gilt.
Fur zwei Mengen A und B von Zahlenpaaren sei AA B die Vereinigungsmenge von A und B

ohne die Paare aus A, die durch ein Paar aus B dominiert werden, und ohne die Paare aus B,
die durch ein Paar aus A dominiert werden.
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Algorithmus zur L6sung des 0/1-Rucksackproblems:

Eingabe: A={a,...a,} eine Menge von n Objekten und M1 R, die Rucksackkapa-

zitét. Jedes Objekt a, , i =1,...,n, hat die Form a = (w;, p,)

{ Berechnung der Funktionen f; bzw. der Mengen S; ihrer Sprungstellen fir

Verfahren:
j=1..,n}
BEG N
s,={(00):
FOR J := 1 TOnDO
BEG N
S, 2:{M+W1’P+ pj)|(W’P)T Sj'l};
END;

END;

{ Die Paare in S; seien aufsteigend nach der ersten (und damit auch nach der

zweiten) Komponente geordnet, dh. S ={W;;.R,; ).\ R )} mit

W, EW,,; fur O£k <i;.
Fir y3 0 gelte W, ; £ y<W,,,;. Dannigt f,(y)=R . }

{ Berechnung einer optimierende Auswahl x;,...,X. '}

Essei (W,P) dagenigePaarin S, mit f (M)=P.
FOR k : = n DOMTO 1 DO
BEG N
IF (W,P)i S,
THEN x, :=0
ELSE BEG N
X, =1;
Wi=W-w,;
P:=P- p.;
END;
END;
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Ausgabe: (xlxn)T SOL(1) und der maximale Wert m(l (xlxn)):gl X xp, der

i=1

Zielfunktion.

fyw)+p i f(y)

nach rechts und addiere p

verschiebe f um w Einheiten ‘
i

=

—=ymax{fi4(y).f (y:

R I e

T =
R
N W

©
"’n"’ﬁ
[$ )N
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Beispid:

Eingabe A={a,,...a,},...,a =(w,p ) furi=1..,7:
Gewicht w, | Wert p,

10
5
15
7
6
18
3

~NOoO O, WN R —
PP NOOTWDN

Rucksackkapazitdt M = 15

Berechnung der Funktionen f; bzw. der Mengen S, ihrer Sprungstellen fir j =1,...,n:

S, ={(00)}

S, ={(210) s, ={(0.0).(210}

S, ={@s) (615} s, ={(00).(210).(515}

S, ={(515),(7,25),(10,30)}
s, ={(0,0),(2.10),(5.15),(7,25), (10,30)}

S, ={(7.7).(917),(12,22), (14,32), (17,37)}
S, ={(0,0),(2,10),(515),(7,25),(10,30),(14,32), (17,37)}

S, ={(.6).(316),(6,21),(8,31), (11,36), (15,38), (18,43)}
S, ={(0,0),(1.6),(2.10),(3.16),(6,21),(7,25),(8,31), (11,36),(15,38), (18,43)}

S

{(418),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39), (11,43), (12,49), (15,54),(19,56), (22,6 1)}

S, ={(0,0),(1.6),(2,10),(3.16),(4,18),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39),(11,43),(12,49), (15,54), (19,56), (22,6 1)}
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S, ={(0,0),(1,6),(2,10),(316),(4,19),(5,24),(6,28),(7,34),(8,37), (10,39),
(12,43),(12,49),(1352), (15,54), (16,57), (20,59), (22,61), (23,64)}

f.(15) = 54.

Berechnung einer optimierende Auswahl x; ..., X
s, ={0.0)

k=1, W=2, P=10, x=1, W=0, P=0
s ={210} s, ={00).(2.10)}

k=2, W=10, P=230, x,=1, W=2 P=10

5 ={3).6.15)} s,={00)(210) 615}

k=3 W=10, P=30, x;=1, W=5 P=15

S, ={(5:15),(7,25),(.0,30 }
s, ={(0,0),(210),(515),(7,25),00,30 )}

k=4, W=10, P=30, X, =0

S, ={(7.7).(917),(12,22), (14,32), (17,37)}
S, ={(0,0),(210),(515),(7,25),(.0,30),(14,32),(17,37)}

k=5 W=11 P =36, X, =1, W=10, P=30

S, ={(.6).(316),(6,21),(8,31), (1,36 ),(15,38), (18,43)}
S, ={(0,0),(1.6).(2,10),(3.16),(6,21),(7,25),(8,31), (11,36 ), (15,38), (18,43)}

k=6 W=15 P =54, x;=1, W=11, P=36
S, ={(4.18),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39), (11,43),(12,49), (5,54 ), (19,56), (22,61)}
s, ={(0,0),(1,6),(2.10),(316),(4,18),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39), (11,43), (12,49),5,54 ),(19,56),(22,61

k=7, W=15 P =54, X, =0
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S, ={(13).(2.9).(313),(4.19),(5,21),(6,27), (7,31), (8,37), (11,42), (12,46), (1352),(16,57), (20,59), (23,64}
S, ={(0,0),(16),(2.10),(316),(4,29),(5,24),(6,28),(7,34),(8,37), (10,39),

(12,43),(12,49),(1352),(.5,54 ),(16,57),(20,59),(22,61),(23,64)}
Esailt:

Ist 1 =(AM) eine Instanz des 0/1-Rucksackproblems (als Maximierungsproblem) mit
size(1) = nxgog(p,., +1), dann liefert das beschriebene Verfahren eine optimale Lésung mit

einer (worst-case-) Zeitkomplexitét der Ordnung O(nXé_ p;); hierbel ist p. der Profit desi-

i=1
ten Eingabeelements. Das Verfahren hat also exponentielle Laufzeit in der Gréf3e der Einga
be.

Bis heute ist kein Verfahren bekannt, das in polynomieller Laufzeit eine optimale Lésung fur
das 0/1-Rucksackproblem liefert. Wahrscheinlich wird es auch kein Verfahren geben. In eini-
gen Spezialféllen lassen sich jedoch schnelle Ldsungsverfahren angeben. Das folgende Bei-
spiel aus der Kryptologie beschrankt die Eingabeinstanzen auf ,, schnell wachsende* (super in-
creasing) Folgen und einfache Eingabewerte:

Das 0/1-Rucksackproblem mit schnell wachsenden (super increasing) ganzzahligen Ein-
gabewerten als Entscheidungsproblem

Instanz: | =(AM)
A={a,..,a,} ist eine Menge von n natirrlichen Zahlen mit der Eigenschaft
-1
a,>Qq a (superincreasing)und M1 N.
i=1

size(l) = nxdog,(a, +1)y; diese GréRe ist proportional zur Anzahl der Bits, die zur
Darstellung von | benétigt werden.

LOsung: Entscheidung ,ja‘, fals es ene Folge x,..,x, von Zahlen mit

x, =0oder x, =1firi =1,...,n gibt, sodaB § x >a =M gilt,

i=1

Entscheidung ,, nein“ sonst.

Die folgenden (Pseudocode-) Anweisungen nach der Greedy-Methode ermitteln eine Folge
X, ..., X, Mit der gewlinschten Eigenschaft, falls es sie gibt:
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TYPE Ent schei dungstyp = (ja, nein);
VAR Entschei dung : Entschei dungstyp;

sume : = 0,
FORi :=n DOMTO 1 DO
IF a + summe £M
THEN BEG N
summe = summe + a;
X =1
END
ELSE X :=0;

I F sutme = M THENEnNnt schei dung = j a
ELSE Ent schei dung = nei n;

Beispid: 1 =({a,,...,a,},234)mit a, =1,a, =2,a, =5,a, =11,a, =32,a, =87,a, =141.

a + sume £M X,
a, +0=141<234 X, =1
sume = 141
a, +141=87+141=228<234 X =1

sume = 228

a, +228=32+ 228 =260 > 234 X =0
sume = 228
a, +228=11+228=239>234 X, =0

sume = 228

a, +228=5+228=233<234 X3 =1
sume = 233

a, +233=2+233=235>234
sume = 233

a, +233=1+233=234 x =1

sume = 234

Entscheidung ,ja*

x
N
1
o

=

Esaqilt:

Ist | =(AM) eine Instanz des 0/1-Rucksackproblems mit schnell wachsenden Eingabewer-
ten als Entscheidungsproblem mit size(l) =k, dann liefert das beschriebene Verfahren eine
Entscheidung mit einer (worst-case-) Zeitkomplexitét der Ordnung O(K).
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Die Methode der Dynamischen Programmierung fuhrt nicht in jedem Fall auf Algorithmen
mit exponentiellem Laufzeitverhalten, wie folgendes Beispiel zeigt.

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen zwischen allen
Knotenpaaren

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V'V die

Funktion w: E® R gibt jeder Kante el E ein Gewicht mit der Eigenschaft, da
keine Zyklen mit negativem Gewicht entstehen.
sze(G) =n.

Losung: Die minimalen Gewichte d, ; der Wege vom Knoten v, zum Knoten v, des Graphs

fari=1,..,nund j=1,..n.

Bemerkung: Es sind jetzt auch Instanzen mit Gewichtungen zugelassen, die negativ sind.
Jedoch dirfen jedoch keine Zyklen mit negativem Gewicht vorkommen.

Der folgende Algorithmus redlisiert das Prinzip der Dynamischen Programmierung. Dazu
wird das Problem, ndmlich fir jedes Knotenpaar einen Weg mit minimalem Gewicht zu be-
stimmen, wobei alle Knoten des Graphs al's Zwischenknoten zugelassen sind, in kleinere Pro-

bleme aufgeteilt. Dazu wird A(i, ) fir k = 1, ..., n as das minimale Gewicht eines Wegs

vom Knoten v; zum Knoten v, definiert, der nur Zwischenknoten aus {v, ..., v, } enthélt, also
keine Zwischenknoten mit einer Nummer, die groRer as k ist. Gesucht ist A" (i, j)=d, ;. Das

Problem der Bestimmung von A"(i, j) wird aufgeteilt in die Bestimmung der kleineren Pro-

bleme der Bestimmung von A(i, j) fir k=1, ..., nin dieser Reihenfolge.

Ein Weg mit minimalem Gewicht vom Knoten v, zum Knoten v; definiert, der nur Zwi-
schenknoten aus {v,,...,v,} enthdlt, geht entweder nicht durch den Knoten v, (dann ist
Ai,j)=A“(i,])) oder er fuhrt durch v, . In diesem Fall ist A“(i, j)= A“(i,k)+ A“*(k, j).
Insgesamt ist

A<, §) = min{ A, 1), ACLLK)+ AL (K, )} furk=1, ..., n
mit 206, 1)= v v,).
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Zur agorithmischen Behandlung wird der Graph G = (V,E,w) in Form seiner Adjazenzma-
trix A(G) gespeichert.

((Vi’vj)) fdls(vi,vj)T E .

. W
A(G) - AYn,n) - |.ai,jJ(n,n) mit ai’j - ':‘¥ sonst

Es werden wieder folgende Datentypen verwendet:

CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knot enberei ch 1..n;
matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenberei ch] OF REAL;
feld ARRAY [ knot enberei ch] OF REAL;

Die folgende Funktion ermittelt das Minimum zweier REAL-Zahlen:
FUNCTION min (a, b: REAL):REAL;

Algorithmus zur Ldsung des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten
Graphen zwischen allen Knotenpaar en:

Eingabe: G=(V,E,w) en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die

Funktion w: E® R gibt jeder Kante el E ein Gewicht, wobei keine Zyklen
mit negativem Gewicht vorkommen dirfen.

VAR A Domatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
distanz : matri x;

FORi := 1 TOn DO

FORj := 1 TOn DO
I'F (v,v, )l E THEN AT, 1 0= wi(v,v)))
ELSE Ali, j] := unendlich;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur al | e_mi ni mal en_wege (A, distanz);
Ausgabe: d;=distanz[i,j] fari=1,..,nundj=1,..,n.

PRCCEDURE al | e_m ni mal en_wege (A Domatrix;
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VAR distanz : matrix;)

{ die Prozedur ermttelt das mininmle Gew cht eines Wgs
zwi schen je zwei Knoten v, und v; (in distanz[i, j])in

dem durch di e Adjazenzmatri x A gegebenen G aphen.
Der G aph darf keine negativen Zykl en enthal ten.

AuBerdemwird Ali, i] = 0 vorausgeset zt. }
VAR i dx . knot en_berei ch;
j dx . knot en_ber ei ch;
kdx . knot en_ber ei ch;

BEG N { alle_nininal en_wege }

{ Kostenwegematrix initialisieren }
FORidx :=1 TO n DO
FOR jdx := 1 TO n DO
di stanz[idx, jdx] := Alidx, jdx];

FOR kdx := 1 TO n DO
FOR idx :=1 TO n DO
FOR jdx := 1 TOn DO
di stanz[idx, jdx]
= mn(distanz[idx, jdx],
distanz [idx, kdx] + distanz [kdx, jdx]);

END { alle_m ni mal en_wege };

Ist G =(V,E,w) eine Instanz des Problems der Wege mit minimalem Gewicht zwischen alen
Knotenpaaren in gerichteten Graphen mit size(G) =n, dann liefert das beschriebene Verfah-
ren mit der Prozedur al | e_ni ni mal en_wege im Feld di st anz die minimalen Gewichte
d;; der Wege vom Knoten v; zu alen Knoten v; des Graphsfiri=1,..,nundj =1, .., n.

Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrensist von der Ordnung O(n"‘).

2.4 Branch and Bound

Die Branch and Bound-Methode liefert in vielen praktischen Féllen eine sehr effiziente L6-
sungsmethode fur Probleme, deren Lodsungsraum mindestens exponentiell grofen Umfang
aufweist. Sie wird wieder am Problem des Handlungsreisenden auf Graphen (minimum tra-
veling salesperson problem), siehe Kapitel 2.3, erlautert:
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Eine Eingabeinstanz G = (V E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph
mit der Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V;dieFunktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht; die
GroRe einer Instanz ist size(G) =n. Gesucht wird eine Eine Tour T T SOL(G), die mini-

male Kosten (unter allen méglichen Touren durch G) verursacht, und m(G,T* )

Im folgenden wird wieder angenommen, dal3 eine Tour bel v, beginnt und endet. Auf3erdem
wird angenommen, daf3 der Graph vollstandig ist, d.h. da’ w((v;,v;)) fir jedes v,T V und

v, TV definiert ist (eventuell ist w((v;,v,))=¥).

Im folgenden wird (zur Vereinfachung der Darstellung) die Knotenmenge V ={v,, ...,v,} mit

Vi

der Menge der Zahlen {1, ...,n} gleichgesetzt (dem Knoten v, entspricht die Zahl i). Eine Tour
durch G |&% sich dann als Zahlenfolge

(Liy iy iy 1)

darstellen, wobei dlle i; paarweise verschieden (und verschieden von 1) sind. Alle Touren er-
halt man, wenn man fir i, in (1i, i,...i,; 1) dle (n- 1)! Permutationen der Zahlen 2, ..., n

einsetzt. Manche dieser Touren haben eventuell das Gewicht ¥ .



2.4 Branch and Bound 57

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) lassen sich als Blétter eines Baums dar-
stellen:

ale Touren
ale Touren mit ale Touren mit € Touren mit
Anfangsstiick Anfangsstiick " Anfangsstiick

dleTo mit  ale Tourén mit
Anfangsstuck Anfangsstuck

1
dle Todren mit alle Touren mit ... allg Tooren mi
Anfangsstiick  Anfangsstuick Anfangsstuck
132 134
alle Touren mit  ale Touren mit ... ale Touren mit
/ Anfangsstiick  Anfangsstuick Anfangsstuick
1n2 1n3 1nnl
ale Touren mit
Anfangsst[]ck

in den Bléattern: alle Touren mit
Anfangsstiick 1 1, i

S

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) werden systematisch erzeugt (siehe unten).
Dabei wird eine obere Abschéatzung fur das Gewicht einer optimalen Tour (Tour mit mini-
malem Gewicht) in der globalen Variablen bound mitgefuhrt (Anfangswert bound = ¥).
Wird ein Anfangsstiick einer Tour erzeugt, deren Gewicht grof3er as der Wert in der Varia-
blen bound ist, dann missen alle Touren, die mit diesem Anfangsstiick beginnen, nicht weiter
betrachtet werden. Es wird also ein ganzer Teilbaum aus dem Baum aller Touren abgeschnit-
ten. Ist schliefflich eine Tour gefunden, deren Gewicht kleiner oder gleich dem Wert in der
Variablen bound ist, so erhélt die Variable bound as neuen Wert dieses Gewicht, und die
Tour wird als temporar optimale Tour vermerkt. Eine Variable opt t our nimmt dabei die
Knotennummern einer temporér optimalen Tour auf; die Variable tei | f el d dient der Auf-
nahme des Anfangsstlicks einer Tour.
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Ist bereits ein Anfangsstiick (11, i,...i,.,) einer Tour erzeugt, so sind die Zahlen
1i, i,,.. 1., dle paarweise verschieden. Eine weitere Zahl i kann in die Folge aufge-
nommen werden, wenn

(1) i unter den Zahlen 4, i, i,,..., i,_, nicht vorkommt und

2 W((vik_l,vi ))<¥ ist und

(3) das Gewicht der neu entstehenden Teiltour (1, iy, i,,..., i,.,; i) Kleiner oder gleich dem
Wert in der Variablen bound ist.

Treffen (1) oder (2) nicht zu, kann i nicht als Fortsetzung der Teiltour 1, i, i,,..., i, g€
nommen werden, denn es entsteht keine Tour. Trifft (3) nicht zu (aber (1) und (2)), dann
brauchen alle Touren, die mit dem Anfangsstiick (1, i;, i,,..., i,.; i) beginnen, nicht weiter

berticksichtigt zu werden.

Algorithmus zur L6sung des Problems des Handlungsr eisenden nach der Branch-and-
bound-M ethode:

Es werden wieder die bereits bekannten Deklarationen (ergénzt um neue Deklarationen) ver-
wendet:

CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knotenbereich = 1..n;
matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenberei ch] OF REAL;
tourfeld ARRAY [1..(n+1l)] OF | NTECER;

Die Knotennummern einer optimalen Tour werden im Feld opt t our abgelegt.

Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht.

VAR A Domatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
opttour : tourfeld;
bound . REAL;
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FORi := 1 TOn DO
FORj := 1 TOn DO
I'F (v,v, )l E THEN AT, 1 0= wi(v,v)))
ELSE Ali, j] := unendlich;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur sal esnman_bab (A, opttour, bound).

Ausgabe: bound gibt das minimale Gewicht einer Tour durch G an, die beim Knoten v,
beginnt und endet; opttour enthdt die Knotennummern einer optimalen
Tour.

PROCEDURE sal esnan_bab

(A Comatrix;
VAR opttour : tourfeld; { optimnmale Tour }
VAR bound . REAL { Lange der Tour }

)
VAR i : | NTEGER

PROCEDURE bab_g
(teilfeld : tourfeld;
{ zu ergdnzendes Anfangsstuck

ei ner Tour }
gewi cht : REAL; { Gewi cht des Anfangssticks }
position : INTEGER { Position, an der zu
erganzen i st }
);
VAR i . | NTEGER;
j : | NTECER;
ok : BOOLEAN
w . REAL;
BEG N {bab_g }
| F position = n + 1
THEN BEG N
w:= Ateilfeld[n], 1];
I F (w < unendlich)
AND
(gewi cht + w < bound)
THEN BEG N
teilfeld[position] := 1;
bound := gewicht + w;

opttour := teilfeld;
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END;
END
ELSE BEGQ N
FORi := 2 TOn DO
BEG N
w = Alteilfeld[position - 1], i];
ok := TRUE;
{ Bedingung (2):}
FORj := 2 TO position - 1 DO
IF teilfeld[j] =i
THEN BEG N
ok := FALSE
Br eak;
END;
| F ok
AND
(w < unendlich)
AND
(gewi cht + w < bound)
THEN BEG N
teilfeld[position] :=i;
bab g (teilfeld, gewi cht + w,
position + 1);
END;
END;
END;

END {bab_g };
BEG N { sal esnman_bab }
FORi :=2 TOn + 1 DO
opttour[i] := O;
opttour[1] := 1;
bound := unendlich

bab_g(opttour, 0, 2);

END {sal esman_bab };

Das Verfahren erzeugt u.U. dle (n- 1} Folgen (11, i,...i,, 1), biseseine optimale Tour ge-

funden hat. In der Praxis werden jedoch schnell Folgen mit Anfangsstiicken, die ein zu grof3es
Gewicht aufweisen, ausgeschlossen. Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrens bleibt
jedoch mindestens exponentiell in der Anzahl der Knoten des Graphen in der Eingabeinstanz.
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3 Praktische Berechenbarkeit

In den vorhergehenden Kapiteln wurde eine Reihe von Algorithmen behandelt, deren Lautf-
zeitverhalten exponentiell oder polynomiell in der Grof3e der Eingabe ist. In der Praxis gilt ein
Algorithmus mit exponentiellem Laufzeitverhalten als schwer durchfihrbar (intractable),
ein Algorithmus mit polynomiellem Laufzeitverhaten as leicht durchfuhrbar (tractable).
Naturlich kann dabei ein Algorithmus mit exponentiellem Laufzeitverhalten fur einige Einga-
ben oder Eingabentypen schnell ablaufen. Trotzdem bleibt die Ursache zu untersuchen, die
dazu fuhrt, dal3 manche Probleme ,leicht |6sbar” sind (d.h. einen Algorithmus mit polyno-
miellem Laufzeitverhalten besitzen), wahrend fir andere Probleme bisher nur Losungsalgo-
rithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten bekannt sind.

Wie in Kapitel 1.3 bereits erlautert bedarf es dabel einer sorgféltigen Festlegung der Pro-
blemgrofe, insbesondere dann, wenn numerische Werte der Eingabeinstanz einen Einflufd auf
das Laufzeitverhalten haben. Das folgende Beispiel erlautert diese Aussage noch einmal.

Das Partitionenpr oblem mit ganzzahligen Eingabewerten als Entscheidungsproblem

Instanz: | ={a,,...,a }
| ist eine Menge von n natirlichen Zahlen.
size(l) =nxog,(B) mit B=§ a, ; diese GroRe ist proportional zur Anzahl der
i=1
Bits, die zur Darstellung von | bendtigt werden.

L8sung: Entscheidung ,ja, falls es eine Teilmenge J i {L,...n} mit § a = a gibt (d.h.
imJ i
wenn sich die Eingabeinstanz in zwel Teile zerlegen &%, deren jeweilige Summen
gleich grol3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.

Offensichtlich lautet bei einer Instanz | ={a,, ...,a,} mit ungeradem B=§ a die Entschei-
i=1

dung ,,nein“. Daher kann B als gerade vorausgesetzt werden.

Der folgende Algorithmus berechnet fir seine Entscheidung den Boolesche Ausdruck T[i, j] :
der durch
T[i,j]= TRUE genau dann, wenn es eine Teilmenge von {a,,...,a} gibt,
deren Elemente sich auf genau j aufsummieren
definiert ist.



62 3 Praktische Berechenbarkeit

Eine Instanz | ={a,..,a,} fihrt also genau dann zur Entscheidung ,ja‘, wenn
T[n,B/2]=TRUE ist.

Man kann sich die Werte T[i, j] in einer Tabelle mit n Zeilen und B/2 + 1 Spalten (numeriert

von 0 bis B/2) angeordnet vorstellen. Die Werte der Zeile 1 kénnen direkt aus der Definition
von T eingetragen werden:

T[1,0]=TRUE, T[La,| =TRUE, T[1, j]=FALSE fir j2 0 und j? a,.
Fur die Gbrigen Zeilen der Tabelle gilt die Rekursion

T[i, j] = TRUE genau dann, wenn entweder T[i - 1, j| = TRUE st (hier wird der Eintrag
in der vorherigen Zeile und derselben Spalte bendtigt) oder wenn a £ ] und
Tli- 1j- a]=TRUE ist (hier wird der Eintrag in der vorhergehenden Zeile und einer
Spalte mit kleinerem Index bendtigt).

Beispid: 1 ={1,9,5,3,8},B=26

T, j]:

j|] O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11011 |12 | 13
[
1 T T
2 T T T T
3 T T T T T T
4 T T T T | T | T T T | T T T
5 T T T T | T | T T T | T | T | T]|T

T = TRUE, dle leeren Eintrage entsprechen dem Wert FALSE.
Die Zerlegung von | lautet | ={1,9,3}E{5,8}.

Fur eine Implementierung bietet sich die Methode der Dynamischen Programmierung an. Da-
bei wird die Tabelle T[i, j] zeilenweise fiir i = 1, ..., n aufgebaut, wobei es geniigt, sich immer
nur zwei Zeilen der Tabelle zu merken, namlich digjenigen, die die Werte T[i- 1, j] bzw.
T[i,j] enthalten. Man kennt jedoch selbst bei festem n von vornherein nicht die Anzahl

B/2+1 der Spalten, d.h. die Lénge einer Zeile der Tabelle. Daher wird in der folgenden Im-
plementierung der Speicherplatz fir die beiden jewells benttigten Zeilen der Tabelle erst nach
Lesen der Eingabeinstanz | ={a,,..,a,} dynamisch allokiert.
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Algorithmus zur L6sung des Partitionenproblems:

Eingabe: | ={a,,...,a,} eine Menge von n natiirlichen Zahlen.

TYPE feld_typ = ARRAY[ 1..n] OF | NTECER;

Ent schei dungstyp = (ja, nein);
VAR a : feld_typ;
| : | NTEGER

FORi :=1TOn DO al[i] := a;
Verfahren:  Aufruf der Prozedur partition (a, n, Entscheidung)
Ausgabe:  Entscheidung = ja, fals es falls es eine Teilmenge Ji {1,..,n} mit

A a=3a gibt (d.h. wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen

imJ imJ

|&3t, deren jeweilige Summen gleich grof3 sind).
Ent schei dung = nei n sonst.

PROCEDURE partition (a
n

VAR Ent schei dung :

CONST max_| NTEGER = .. .;

TYPE Zeilen_typ = ARRAY [O ..

feld typ;
| NTEGER:
Ent schei dungst yp) ;

max_| NTEGER] OF BOOLEAN;

VAR i | NTEGER;
i © I NTECGER;
B : | NTEGER;
Zeile_i_1 ptr Pointer; { Zeiger auf die erste Zeile }
Zeile_i_ptr Pointer; { Zeiger auf die zweite Zeile }
di nensi on | NTEGER,
ptr . Pointer;
BEG N { partition }
B:=0;
FORi :=1TOn DOB :=B+ a[i];

IF (B MD?2 =1
THEN Ent schei dung : = nein
ELSE BEG N

{ Speicherplatz fur die beiden Zeilen der Tabelle T

al | oki eren:

dinension := B DV 2 + 1;
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GetMem (Zeile_i _1 ptr, dinension);
Get Mem (Zeile_i _ptr, dinension);
di mensi on : = di nension - 1;

{ Zeile 1 mt Werten bel egen: }
FORj := 0 TO di nensi on DO

Zeilen_typ(Zeile_i_1 ptr™)[j] FALSE
Zeilen_typ(Zeile_i_1 ptrn)[O0] := TRUE

Zeilen_typ(Zeile_i_1 ptr™)[a[l]] := TRUE
{ Sukzessive die zweite Zeil e aufbauen: }
FORi :=2 TO n DO

BEG N

FORj := 0 TO dinmension DO
|F Zeilen_typ(Zeile_i_ 1 ptr™)][j]

R
(ali] <=7j)
AND Zeilen_typ(Zeile_i_1_ptr™)[j - a[i]]
THEN Zeilen_typ(Zeile_i_ptr™)[j] := TRUE
ELSE Zeilen_typ(Zeile_i_ptr™)[j] := FALSE
{ zweite Zeile zur ersten machen: }
ptr = Zeile_i_1 ptr;
Zeile_i_1 ptr := Zeile_i_ptr;
Zeile_i_ptr = ptr;
END,

|F Zeilen_typ(Zeile_i_1_ptr”)[dinension]
THEN Ent schei dung ja
ELSE Ent schei dung = nei n;

di mensi on : = di nension + 1;
FreeMem (Zeile_i _1_ptr, dinension);
FreeMem (Zeile_i _ptr, dinension);

END
END { partition };

Offensichtlich ist ist die Berechnung aller Tabelleneintréage von T[i, j] bzw. die Berechnung
aller Werte der beiden Zeilen Uber ale Schleifendurchldufe der Prozedur partiti on von der
Ordnung O(n>B). Die Eingabe | ={a,..,a,} hat die GroRe size(l)=nxog,(B) mit

n

B=Q a , d.h. die Laufzeit von par ti t i on ist exponentiell in der GréRe der Eingabe.

i=1
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Beschréankt man jedoch die GroRen der Zahlen in der Eingabeinstanz | ={a,..,a_}, d.h. gilt
a £c furi=1, .., nmiteiner Konstanten c, so hat obiges Verfahren polynomielles Laufzeit-
verhaten. Man spricht in diesem Fall von einem pseudo-polynomiellem Algorithmus:

Ein Algorithmus, der numerische Eingaben verarbeitet und dessen Laufzeit von den Grofen
der Eingaben abhangt, heil3t pseudo-polynomiell, wenn er bei Beschrankung der Eingabe-
grof3en durch eine Konstante polynomielles Laufzeitverhalten aufweist.

Fur das Partitionenproblem gibt es also einen pseudo-polynomiellen Algorithmus, wahrend
fir andere Probleme, wie z.B. das Problem des Handlungsreisenden kein pseudo-polynomiel-
ler Algorithmus bekannt ist.

Im folgenden werden zunéchst hauptsachlich Entscheidungsprobleme behandelt (und nicht
Optimierungsprobleme), da diese einfach zu formulieren sind (einfache ,ja‘/,nein“-
Entscheidungen). Zudem befassen sich die Grundlagen der Komplexitétstheorie mit dem
Thema Berechenbarkeit/Entscheidbarkeit mit dem Berechnungsmodell Turing-Maschine.
Dieses Modell behandelt primér Entschei dungsprobleme.

3.1 Zusammenhang zwischen Optimier ungsproblemen und zugehorigen Entschei-
dungsproblemen

Essai P ein Optimierungsproblem mit einer reellwertigen Zielfunktion:

Instanz: 1. x1 S*P
2. Spezifikation einer Funktion SOL, , die jedem x1 S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , diejedem x1 S, und y1 SOL, (x) einen
Wert m, (x,y), den Wert einer zul&ssigen Lésung, zuordnet
4. goal, T {min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein Ma-
ximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m, (x,y")=min{m, (x,y)|yl SOL, (x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min)
bzw.
m (x,y") = max{m, (x,y)|yT SOL,(x)} bei einem Maximierungsproblem (d.h.
goal, =max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.
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Ein Losungsalgorithmus A ; fur P hat die Form

Xl Sp .
—» Ay > VISOLX und mp(X,Y)

Dievon A, bei Eingabevon x1 S, ermittelte Losung ist Ao ()= (y",m. (x,y7).
Daszu P zugehorige Entscheidungsproblem P ., wird definiert durch

Instanz: [x, K]
mit xI S, und KT R

Ldsung: Entscheidung ,ja, falls firr den Wert my, (x) einer optimalen Lésung
m, (x)3 K bei einem Maximierungsproblem
(d.h. goal, =max)
bzw.
m,, (x) £ K bei einem Minimierungsproblem
(d.h. goal, =min)

gilt,
Entscheidung ,, nein®, sonst.

Hierbei ist zu beachten, dal? beim Entscheldungsproblem weder nach einer optimalen Ldsung
noch nach dem Wert m;, (x) der Zielfunktion bei einer optimalen Lésung gefragt wird.

Aus der Kenntnis eines Algorithmus A ,; fur ein Optimierungsproblem [&f3 sich leicht ein
Algorithmus A, fur das zugehorige Entscheidungsproblem konstruieren, der im wesentli-
chen dieselbe Komplexitét besitzt:

Eingabe: [%, K]
mit xI S, und KT R

Verfahren:  Man berechne A, (x)=(y",m, (x,y")) und vergleiche das Resultat
me (x,y")=m; (x) mitK:

Ausgabe Ao ([x.K])=j a, fals m, (x)3 K bei einem Maximierungsproblem ist
bzw.
Agr ([x.K])=j a, falls m, (x) £ K bei einem Minimierungsproblem ist,
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Ao (X, K])=nei n sonst.

Daher ist das zu einem Optimierungsproblem P zugehorige Entscheidungsproblem P ., im
wesentlichen nicht schwieriger zu I6sen al's das Optimierungsproblem.

Falls man andererseits bereits weil3, dald das Entscheidungsproblem P ., immer nur ,, schwer

[Gsbar” ist, z.B. beweisbar nur Lésungsalgorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhaten be-
sitzt, dann ist das Optimierungsproblem ebenfalls nur ,, schwer |6sbar”.

In einigen Fallen &3t sich auch die ,,umgekehrte” Argumentationsrichtung zeigen: Aus einem
Algorithmus A, fir das zu einem Optimierungsproblem zugehorige Entscheidungsproblem
laft sich ein Algorithmus A ., fir das Optimierungsproblem konstruieren, dessen Laufzeit-
verhalten im wesentlichen dieselbe Komplexitét aufweist. Insbesondere ist man dabel an Op-
timierungsproblemen interessiert, fur die gilt: Hat A, zur Lésung des zu einem Optimie-
rungsproblem zugehdrigen Entscheidungsproblem polynomielles Laufzeitverhalten (in der
Grofe der Eingabe), so hat auch der aus A, konstruierte Algorithmus A ,; zur Loésung
des Optimierungsproblems polynomielles Laufzeitverhalten.

Ein Beispiel ist das Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit natirlichzahligen Ge-
wichten:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Opti-
mier ungsproblem

Instanz: 1. G=(V,E,w)
G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V"V ;dieFunktion w: E® N gibt jeder Kante el E €in natirlichzahli-
ges Gewicht; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E
size(G) =k =n:>B mit B =max{ dog(w(e))ylel E}
2. SOL(G) :{T T :<(vi1,vi2 ) (vi ,vig), ...,(vin_l,vin ) (vin ,vi1)> ist eine Tour durch G}

3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, ) (v, v, ) oo,V ) (v, v, ) it die Zietfunktion

1

definiert durch m(G,T) =

n-
o]

W(Vi‘ Vi )'f'W(Vi Vi )
- j j+1 n 1

[y

j=

4. goal =min
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Losung: Eine Tour T T SOL(G), die minimale Kosten (unter allen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz G = (V,E, w)eine optimale Lésung erzeugt,
werde mit A g0y bezeichnet. Dievon A o bel Eingabe von G ermittelte Tour mit mini-

malen Kosten sei T~ die ermittelten minimalen Kosten m'(G) :
A gopr (G) = (T* ,m (G))

Das zugehorige Entscheidungsproblem lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Ent-
scheidungsproblem

Instanz: [G, K]
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V'V, die Funktion w:E® N gibt jeder Kante el E ein natlirlichzahliges
Gewicht; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E;
KT N.
size([G,K]) =k =n>x8 mit B =max{ dog(w(e))ulel E}.

Losung: Entscheidung ,ja‘, falls es eine Tour durch G gibt mit minimaen Kosten
m (G) £ K gibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz [G, K] eine entsprechende Entscheidung fallt,
werde mit A,qo; bezeichnet. Dievon A.q.; bei Eingabevon [G,K] getroffene| a/ nei n-
Entscheidung sei A genr ([G, K]) Mit Hilfe von A gy Wird ein Algorithmus A gopr ZUP

Losung des Optimierungsproblem konstruiert. Dabei wird wiederholt Binérsuche eingesetzt,
um zunéchst die Kosten einer optimalen Tour zu ermitteln.

Der Algorithmus A gy ZUr LOsung des Optimierungsproblem verwendet eine als Pseudo-

code formulierte Prozedur A_TSPOPT. Der Eingabegraph kann wieder in Form seiner Adja-
zenzmatrix verarbeitet werden. Da Implementierungsdetails hier nicht weiter betrachtet wer-
den sollen, konnen wir annehmen, dal3 es zur Darstellung eines gewichteten Graphen einen
geeigneten Datentyp

TYPE gewi chteter _Gaph = .. .;

und zur Speicherung einer Tour (Knoten und Kanten) in dem Graphen einen Datentyp

TYPE tour = ...;
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gibt. Der Algorithmus A oo hat folgendes Aussehen:

Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V’“V;dieFunktion w: E® N gibt jeder Kante el E ein natiirlichzahli-
ges Gewicht; ; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E

VAR G . gew chter_G aph;
opttour : tour;
opt : | NTEGER;

G:= G= (V,E,W)
Verfahren:  Aufruf der Prozedur A TSPOPT (G, opt, opttour).

Ausgabe: opttour = T', d.h. eine Tour mit minimalen Kosten, opt = die ermittelten
minimalen Kosten m'(G).

PROCEDURE A TSPOPT (G . gewi chter_G aph;
{ Gaph mt natdrlichzahligen Kantengew chten }
VAR opt . | NTEGER;
{ Gewicht einer optinalen Tour }
VAR opttour : graph;
{ ermttelte Tour mt mninmlem Gew cht }

VAR s : | NTEGER

PROCEDURE TSPOPT (G : gew chter_graph;
VAR opt : | NTECER;)
{ ermittelt imParanmeter opt das Gew cht einer
optimalen Tour in G: }

VAR mn : | NTEGER
max : | NTEGER;
t : | NTEGER;

BEG N { TSPOPT }

mn := 0;
[]
max = g wWe);
dE
{ Binarsuche auf demiIntervall [O..max]: }

VWH LE max - mn >= 1 DO
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BEA N

_ émn+naxg,
& 2 H

| F ATSF’ENT ([G’t ]): 11ja“
THEN max =t

ELSE mn =t + 1;
END;

t

{ t enthalt nun das Gew cht einer optinmalen Tour in G }
opt :=t;
END { TSPOPT };

BEG N { A TSPOPT }
TSPOPT (G opt);

FOR alle el E DO
BEG N
ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) + 1;
TSPOPT (G s);
IF s > opt
THEN { es gibt keine optimale Tour in G die enicht enthalt }
ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) - 1;
END;

{ alle Kanten mt nicht erhdhten Gew chten besti nmen ei ne Tour
mt mnimal en Kosten }
tour := Menge der Kanten mit nicht erhéhten Gewi chten
und zugehdri ge Knoten;
END { A TSPOPT };

Fir einen Graphen G ist size(G)=k=n>B mit B=max{ dog(w(e))ylel E}. Es sei

m= é w(e). Dann sind in obigem Verfahren hdchstens gog,(m)(; viele Aufrufe des Ent-
dE

scheidungsverfahrens Ao ((G.t]) erforderlich (Binarsuche). Es gilt
dog,(M)UE log, (m) +1£ § log,(w(e) +1£ § dog,(W(e))i+1£n*B+11 O(k?),

dE dE
d.h. gog,(mu Olk?).
Falls man also weil3, dald A oy €inin der Grofde der Eingabe polynomiell zeitbeschrankter

Algorithmus ist, ist das gesamte Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Losung polyno-
miell zeitbeschrankt.

Falls man umgekehrt weil3, dal3 es beweisbar keinen schnellen Algorithmus zur Ldsung des
Problems des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Optimie-
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rungsproblem gibt, gibt es einen solchen auch nicht fur das zugehdrige Entscheidungspro-
blem.

3.2 Komplexitatsklassen

In den bisher behandelten Beispielen werden Eingabeinstanzen fur ein Problem Uber jewells
einem ,geeigneten® Alphabet formuliert. Beispielsweise kann man as Alphabet fir das
Handlungsreisenden-Minimierungsproblem P das Alphabet

S, ={0,1,(,) }E Kommazeichen

wahlen. Eine Eingabeinstanz G = (V,E,w)) besteht ja aus rationalen Zahlen (die jeweils as

Paare natirrlicher Zahlen, hier kodiert im Bindrformat geschrieben werden kdnnen) fur die
Knotennummern, Paare rationaler Zahlen fur die Kanten mit ihren Gewichten und trennenden
Klammern und dem Kommazeichen. Entsprechend kann eine Instanz [(V,E,w)),K] fir das

zugehorige Entscheidungsproblem P ., ebenfalls mit Hilfe des Alphabets S, formuliert
werden. L, besteht in diesem Fall aus den Kodierungen aller Instanzen [(V,E,w)),K], fur
die es eine Tour mit Gewicht £ K gibt. Ist Code|(V,E,w)),K] die Kodierung einer Instanz
[(V,E,w)),K], so ist die ProblemgroRe size((V,E,w)),K]) so definiert, dal? sie mit der An-
zahl an Zeichen in Code|(V, E,w)),K] tibereinstimmt.

Im folgenden wird daher bel allgemeinen Betrachtungen fir size(x) einer Eingabeinstanz
x1 S, fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, die Anzahl der Zeichen in

x genommen, d.h. size(x) =X .

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, i S, gilt L, 1 TIME(f(n)), wenn es
einen Algorithmus A folgender Form gibt:

Eingabe: xI S, mit [x=n
Ausgabe:  ja fals xI L, gilt
nein, fals xi L, gilt.

Xl Sp

ja, xI L
VR g

. » nein, xI L,

Hierbei wird die Entscheidung A, (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in
O(f (n)) liegt.
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Die Aussage

,das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, [ S, liegtin TIME(f (n))*

steht synonym fiir L, I TIME(f (n)). In diesem Sinn bezeichnet TIME(f (n)) die Klasse der
Entscheidungsprobleme, diein der Zeitkomplexitat O( f(n)) gelést werden kdnnen.

Eine entsprechende Definition gilt fur die Speicherplatzkompl exitét:

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, gilt L, T SPACE(f(n)), wenn es
einen Algorithmus A folgender Form gibt:

Eingabe: xI S, mit [x=n

Ausgabe:  ja fals xI L, gilt
nein, fals xi L, gilt.

Xl Sp » ja xI L,
’ A, . » nein, xI L,

Hierbei werden zur Findung der Entscheidung A, (x) eine Anzahl von Speicherzellen ver-
wendet, diein O(f (n)) liegt.

Die Aussage

,das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin SPACE(f (n))*

steht synonym fiir L, T SPACE(f (n)). In diesem Sinn bezeichnet SPACE(f (n)) die Klasse
der Entscheidungsprobleme, die mit Speicherplatzkomplexitat O( f(n)) gelost werden
konnen.

Wichtige Komplexitdtsklassen sind

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit geldst werden konnen, die pro-
portional zu einem Polynom in der Grof3e der Eingabe ist:

p=_JTIME(")

k=0

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in mit einem Speicherplatzbedarf geldst wer-
den kdnnen, der proportiona zu einem Polynom in der Gréfe der Eingabe ist:
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PSPACE =| JSPACE(n")

k=0

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit geldst werden konnen, die pro-
portional zu einer Exponentialfunktion in der Gréfe der Eingabe ist:

¥
EXP= UTIME(Z”k).
k=0

Es gilt Pi PSPACEI EXP. Die Frage, ob eine dieser Inklusionen echt ist, d.h. ob
Pl PSPACE oder PSPACE| EXP gilt, ist ein bisher ungeléstes Problem der Komplexi-
tatstheorie. Man weil3 jedoch, daR P1 EXP gilt.

3.3 DieKlassen P und NP

¥
Einige Beispiele fir Probleme aus der Klasse P = UTI ME(nk) wurden in den vorherigen Ka-
k=0

piteln behandelt. Dazu gehort das Problem, festzustellen, ob zwischen zwel Knoten eines ge-
wichteten Graphen ein Pfad mit minimalem Gewicht existiert, das eine vorgegebene Schranke
nicht tberschreitet.

Entscheidungsprobleme leiten sich héufig von Optimierungsproblemen ab. Leider stellt sich
heraus, dal3 fir eine Vielzahl dieser Entscheidungsprobleme keine Losungsalgorithmen be-
kannt sind, die polynomielles Laufzeitverhalten aufweisen. Das gilt insbesondere fir viele
Entscheidungsprobleme, die zu Optimierungsproblemen gehoren, die fir die Praxis relevant
sind (Problem des Handlungsreisenden, Partitionenproblem usw.). Fir diese (Optimierungs-)
Probleme verfligt man meist Uber L6ésungsalgorithmen, deren Laufzeitverhalten exponentiell
in der Groél3e der Eingabe ist. Derartige Verfahren werden als praktisch nicht durchfihrbar
(intractable) angesehen, obwohl durch den Einsatz immer schnellerer Rechner immer gréfere
Probleme behandelt werden kénnen. Es stellt sich daher die Frage, wieso trotz intensiver Su-
che nach polynomiellen Losungsverfahren derartige schnelle Algorithmen (bisher) nicht ge-
funden wurden. Seit Anfang der 1970°er Jahre erklért eine inzwischen gut etablierte Theorie,
die Theorie der NP-Vollstandigkeit, Ursachen dieses Phanomens.

Ein wichtiges Beispiel fir Probleme auf der Grenze zwischen P und umfassenderen Komple-
xitétsklasse ist dabei das Problem der Erfillbarkeit Boolescher Ausdriicke.

Ein Boolescher Ausdruck (Boolesche Formel, Formel der Aussagenlogik) ist eine Zeichen-
kette Uber dem Alphabet A={U,U,@,(,),0,1,x}, der eine Aussage der Aussagenlogik dar-
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stellt3. Innerhalb eines Booleschen Ausdrucks kommen Variablen vor, die mit dem Zeichen x
beginnen und von einer Folge von Zeichen aus {0, 1} erganzt werden. Diese erganzende 0-1-
Folge, die an das Zeichen x ,,gebunden” ist, wird als Indizierung der Variablen interpretiert.
Im folgenden werden daher Variablen als indizierte Variablen geschrieben, wobel die indizie-
rende 0-1-Folge als Binérzahl in Dezimaldarstellung angegeben wird, z.B. steht dann anstelle
von x10111 dieindizierte Variable x,,. Kommen die Zeichen 0 bzw. 1 innerhalb eines Boole-
schen Ausdrucks nicht an das Zeichen x gebunden vor, so werden sie a's Konstanten FALSCH
(FALSE) bzw. WAHR (TRUE) interpretiert. Die Zeichen U, U bzw. w stehen fur die Ubli-
chen logischen Junktoren UND, ODER bzw. NICHT. Ein Boolescher Ausdruck wird nur bel
korrekter Verwendung der Klammern ,,(“ und ,,)* a's syntaktisch korrekt angesehen: zu jeder
sich schlief3enden Klammer ,,)“ mul3 es weiter links in der Zeichenkette eine sich 6ffnende
Klammer ,,(“ geben, und die Anzahlen der sich 6ffnenden und schlief3enden Klammern mis-
sen gleich sein; aufRerdem muissen die Junktoren U, U bzw. w korrekt verwendet werden.

Unter einem Literal innerhalb eines Booleschen Ausdrucks versteht man eine Variable x;

oder eine negierte Variable @x; .

Ein Boolescher Ausdruck F heil3t erfillbar, wenn es eine Ersetzung der Variablen in F durch
Werte 0 (FALSCH) bzw. 1 (WAHR) gibt, wobei selbstversténdlich gleiche Variablen durch
die gleichen Werte ersetzt werden (man sagt: die Variablen werden mit O bzw. 1 belegt), so
daid sich bel Auswertung der so veranderten Formel F gemal3 den Regeln Uber die Junktoren
der Wert 1 (WAHR) ergibt.

Ein Boolescher Ausdruck F ist in konjunktiver Normalform, wenn F die Form
F=FU..UF,

und jedes F, die Form

F =(yi1 U... yik)

hat, wobei Y, ein Literal oder eine Konstante ist, d.h. fur eine Variable (d.h. yi, = X, ) oder
fur eine negierte Variable (d.h. yi, =9x, ) oder fur eine Konstante O bzw. 1 steht.

Die Teilformeln F. von F bezeichnet man as die Klauseln (von F). Naturlich ist eine Klausel
selbst in konjunktiver Normalform.

EineKlausel F von F ist durch eine Belegung der in F vorkommenden Variablen erfillt, d.h.
besitzt den Wahrheitswert WAHR, wenn mindestens ein Literal in F, erfllt ist d.h. den

Wahrheitswert WAHR besitzt. F ist erfullt, wenn ale in F vorkommenden Klausaln erflillt
sind.

3 Die Syntax eines Booleschen Ausdrucks bzw. einer Formel der Aussagenlogik wird hier a's bekannt
vorausgesetzt.
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Zu jedem Booleschen Ausdruck F gibt es einen Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform, der genau dann erflllbar ist, wenn F erfillbar ist.

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in P:
Erfullende Wahr heitsbelegung

Instanz: [F, f]
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
V={x,...x,} , f:V® {WAHR, FALSCH} ist eine Belegung der Variablen mit

Wahrheitswerten.
size([F, f])=n.

Losung: Entscheidung ,ja‘, fals die durch f gegebene Belegung dem Ausdruck F den Wahr-
heitswert WAHR gibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

Ein Losungsalgorithmus setzt einfach die in der Eingabe-Instanz [F, f] gelieferte Belegung f

in die Formel F ein und ermittelt den Wahrheitswert der Formel gemald den Auswertungsre-
geln fir die beteiligten Junktoren.

Kodiert man einen Booleschen Ausdruck F, der n Variablen x,,..., X, und m Junktoren ent-
halt, mit Hilfe des Alphabets A={U,U, @, (,),0,1, x}, so entsteht eine Zeichenkette der Lange
Cxnxog(n)+m). Da jeder Junktor hichstens jeweils zwei neue Variablen verkniipft, ist
m£ 2n. Der Faktor log(n) entsteht nur durch die Unterscheidung der Variablen bzw. der
Tatsache, dald zur Unterscheidung der Variablen nicht unterschiedliche Variablensymbole
verwendet werden, um F mit Hilfe des endlichen Alphabets A zu kodieren. Man kann also
annehmen, dal3 auch die Kodierung von [F, f] durch eine Zeichenkette der Ordnung O(n)
erfolgt.

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in PSPACE:

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
Vv :{xl, xn} :

size(F)=n.
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Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert WAHR ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

CSAT liegt in PSPACE (und damit in EXP). Fir den Beweis genuigt es zu zeigen, dal? nach-

einander alle méglichen 2" Belegungen der n Variablen in einer Eingabe-Instanz F mit einem
Speicherplatzverbrauch von polynomiell vielen Speicherzellen erzeugt, in die Formel F ein-
gesetzt und ausgewertet werden konnen.

Esist nicht bekannt, ob CSAT in P liegt (vieles spricht dagegen).
Ein weiteres wichtiges Problem ist das folgende:
Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck mit der Variablenmenge V ={x,, ..., x } .

size(F)=n.

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert WAHR ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

SAT liegt in PSPACE (und damit in EXP).
Der folgende Spezialfall liegt jedoch in P:

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Nor malform mit genau
2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Instanz: F
F =F U..UF_ ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der

Variablenmenge V ={x,,...,x,} mit der zusitzlichen Eigenschaft, daR jedes F ge-

nau zwei Literale enthalt.
size(F)=n.

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert WAHR ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

Ein Algorithmus zur Ermittlung einer erfillenden Belegung kann etwa nach folgender Back-
tracking-Strategie vorgehen:
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Man nehme eine bisher noch nicht betrachtete Klausel F, =(y, Uy,) von F. Falls eines der

Literale wahrend des bisherigen Ablaufs bereits den Wahrheitswert WAHR erhalten hat, dann
wird F, as erflllt erklart. Falls eines der Literale, etwa y,, den Wert FALSCH hat, dann er-

halt das Literal y, den Wahrheitswert WAHR und @y, den Wahrheitswert FALSCH. F gilt
dann als erfiillt. Dabel kann jedoch ein Konflikt auftreten, ndmlich dal3 ein Literal durch die
Zuweisung einen Wahrheitswert bekommen soll, jedoch den komplementéren Wahrheitswert
bereits vorher erhalten hat. In diesem Fall wird die vorherige Zuweisung riickgéangig gemacht.
Falls es dann wieder zu einem Konflikt mit diesem Literal kommt, ist die Formel nicht erfill-
bar.

Der folgende Pseudocode-Algorithmus implementiert diese Strategie; aus Grinden der Les
barkeit wird auf die exakte Deklaration der lokalen Variablen und der verwendeten Datenty-
pen und auf deren |mplementierung verzichtet.

Algorithmus zur L6sung des Erfillbarkeitsproblems fur Boolesche Ausdricke in kon-
junktiver Normalform mit genau 2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Eingabe: F=FU..UF,
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Varia-
blenmenge V ={x,, ..., x,} mit der zusitzlichen Eigenschaft, daR jedes F, ge-

1 Np

nau zwei Literale enthélt, d.h. jedes F. hat dieForm F, =(y, Uy, )

size(F)=n.

Der Datentyp

TYPE KNF_typ = ...

beschreibe den Typ einer Formel in konjunktiver Normalform, der Datentyp
TYPE Literal _typ = ...

den Typ eines Literals bzw. einer Variablen in einem Booleschen Ausdruck.

VAR F © KNF_typ;
Ent schei dung : Ent schei dungs_typ;

F:= FU..UF,

Verfahren:  Aufruf der Prozedur
Er f uel | bar kei t _2CSAT (F, Entscheidung);

Im Ablauf der Prozedur werden Variablen Wahrheitswerte WAHR (TRUE)
bzw. FALSCH (FALSE) zugewiesen. Zu Beginn des Ablaufs hat jede Variable
noch einen undefinierten Wert; in diesem Fall wird die Variable as,,noch nicht
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zugewiesen® bezeichnet. Jede Klausel F von F gilt zu Beginn des Prozedur-

ablaufs als ,,unerfillt* (daihren Literalen ja noch kein Wahrheitswert zugewie-
sen wurde). Sobald einem Literal in F. der Wahrheitswert TRUE zugewiesen
wurde, gilt die Klausel as , erflllt”.

Ausgabe: Ent schei dung = j a, falsF erflllbar ist,

Ent schei dung = nei n sonst.
PROCEDURE Er f uel | barkeit _2CSAT (F : KNF_typ;
VAR Ent schei dung: Ent schei dungs_typ) ;
VAR C . SET OF KNF_typ;
V . SET OF Literal _typ;
X : Literal _typ;

firstguess : BOOLEAN,

BEG N { Erfuel | barkeit_ 2CSAT }
{ F= FU.UF,}
C:= {Fl,..., Fm};
erkl éare alle Klauseln in C als unerfillt;

V := Menge der in F vorkomenden Vari abl en;
erkl are alle Variablen in V als nicht zugew esen;

VWH LE (V enthalt eine Variable x) DO
BEA N
X TRUE;
firstguess : = TRUE;

WHILE (C enthalt eine unerfullte Kausel F =(y, Uy, ),

wobei m ndestens einem Literal ein Wahrheitswert
zugew esen ist) DO
BEG N
IF (y, = TRUE) R (y, = TRUE)
THEN erkl are F als erfillt

ELSE IF (y, = FALSE) AND (y, = FALSE)

THEN BEG N
I F NOT firstguess
THEN BEGQ N
Ent schei dung : = nein;
Exi t
END
ELSE BEG N
erkl are alle Klauseln in C
als unerfillt;
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erklare alle Variablen in V
al s nicht zugew esen;

X : = FALSE;
firstguess : = FALSE;
END;
END
ELSE BEG N

|F y, = FALSE
TRUE

THEN y,
ELSE y, := TRUE

erklare F als erfallt;
END;
END { WHILE C enthalt eine unerfillte Kl ausel };
entferne aus C die erfiullten Klauseln;
entferne aus V die Variabl en, denen ein Wahr hei t swert
zugew esen wur de;
END { WHILE V enthalt eine Variable x};
Ent schei dung : = j a;

END { Erfuell barkeit_2CSAT };

Ist F eine Instanz fur 2-CSAT mit n Variablen und m Klauseln, size(F) =n, dann liefert das
beschriebene Verfahren mit der Prozedur Er f uel | bar kei t _2CSAT eine korrekte ja/nein-
Entscheidung. Die (worst-case-) Zeitkomplexitdt des Verfahrens ist von der Ordnung
O(n>m). Wegen m=0(n) ist dieser Aufwand quadratisch, d.h. polynomiell in der GréRe der
Eingabe.

Fir das zu 2-CSAT analoge Problem 3-CSAT der Erflillbarkeit, bei dem jede Klausel genau 3
Literale enthdlt, ist kein polynomielles Entscheidungsverfahren bekannt. Es wird vermutet,
dai3 es auch kein derartiges Verfahren gibt. Natirlich liegt 3-CSAT in PSPACE und damit in
EXP.

Das Erflllbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)
bzw. das Erfillbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT) mit ei-
ner Eingabeinstanz F und das Problem der erflllenden Wahrheitsbelegung mit einer Einga-
beinstanz [F, f] unterscheiden sich grundsétzlich dadurch, daf3 bei letzterem in der Einga-

beinstanz [F, ] eine wesentliche Zusatzinformation, namlich eine potentiell erfiillende Bele-

gung f der Variablen vorgegeben ist, die nur noch daraufhin Gberprift werden muf3, ob sie
wirklich die in der Eingabeinstanz enthaltene Formel F erflllt. Zur Entscheidung, ob eine
Eingabeinstanz F von CSAT erfillbar ist, muf3 also entweder eine erfillende Belegung f kon-
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struiert bzw. aufgrund geeigneter Argumente die Erflillbarkeit gezeigt werden, oder es muf3
der Nachweis erbracht werden, dal3 keine Belegung der Variablen von F die Formel erflillt.

Wenn dieser Nachweis nur dadurch gelingt, daB alle 2" mdglichen Belegungen Uberprift
werden, ist mit einem polynomiellen Entscheidungalgorithmus nicht zu rechnen. Intuitiv ist
diese Entscheidungsaufgabe also schwieriger zu bewaéltigen, weil weniger Anfangsinforma-
tionen vorliegen, als lediglich die Verifikation einer potentiellen Lésung. Diese Uberlegung
fuhrt auf die Definition eines weiteren Typs von Algorithmen.

Essa P ein Entscheidungsproblem:

Instanz: xi s;
und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus
S’ zukommt, d.h. die Spezifikation einer Menge L, | S, mit
L, ={ul S |u hat die beschriebene Eigenschaft }

Loésung: Entscheidung ,ja, falls x1 L, ist,
Entscheidung ,nein®, falls xI L, ist.

Ein Verifizierer fur das Entscheidungsproblem P Uber einem Alphabet S, ist ein Algo-
rithmus V,_, der eine Eingabexl S, und eine Zusatzinformation (einen Beweis) BT S
lesen kann und die Frage , x1 L, ?* mit Hilfe des Beweises B entscheidet. Die ja/nein-
Entscheidung, die ein Verifizierer V_ bei Eingabe von x und B trifft, wird mit V,_(x,B) be-
zeichnet.

Ein Verifizierer V _ fur das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, IS, ha die
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xI'S,, BT S,

Ausgabe:  ja fals xI L, gilt
nein, fals xi L, gilt.

Bl S, _ -
%y — ja, xl I:P
x|l Sp Lp . » nein, xI L,

—»

Mit V,_ (x,B), V_ (x.B)T {j a, nein}, wird die Entscheidung von V, bei Eingabe von
xI S, und BT S bezeichnet. Zu beachten ist, daR3 V,_ bei jeder Eingabe x1 S, halt.
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Die Aufgabe eines Verifizierers V flr ein Entscheidungsproblem P besteht also darin, bei
Eingabevon x1 S, zu entscheiden, ob x1 L, gilt oder nicht. Dazu bedient er sich jeweils
eines geeigneten Beweises BI S;. Ein Beweisist dabei eine Zeichenkette tiber einem Alpha-

bet, das der Problemstellung angemessen ist. Haufig wird ein Beweis als Wort Uber dem Al-
phabet S, ={0,1} formuliert. Wie ein derartiger Beweis bei Eingabe von x1 S, zu konstru-

ieren ist, liegt auBBerhalb des AlgorithmusV, . Man sagt, ein Beweis B wird auf nichtdeter-
ministische Weise vorgegeben.

Mit Hilfe eines Verifizierers V _ 13 sich ein nichtdeter ministischer Algorithmus zur Ak-

zeptanz (Erkennung, Entscheidung) der Menge L, | S, definieren:

Ein nichtdeterministischer Algorithmus zur Akzeptanz (Erkennung, Entscheidung) der
Menge L, | S, mit Hilfe eines Verifizierers V _ hat die Schnittstelle:

Eingabe: xS,

Ausgabe: Entscheidung , xT L, “, fallseseinen Beweis B, 1 S; gibt mit
V. (xB,)=ja;
Entscheidung , x1 L, “ fallsfirr alle Beweise BT S; gilt: V,_(x,B)=nei n.

Analog zur Arbeitsweise eines zeitbeschrankten deterministischen Algorithmus kann man
auch zeitbeschrankte nichtdeterministische Algorithmen definieren:

Essad f:N® N ene Funktion. Fals der nichtdeterministische Algorithmus mit Hilfe des
Verifizierers V,_ die jainein-Entscheidung bei Eingabe von xI S, mit [X=n nach einer
Anzahl von Schritten trifft, diein O(f (n)) liegt, so ist der Algorithmus (der Verifizierer V)

f (n) -zeitbeschr énkt.

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, gilt L, T NTIME(f (n)), wenn es
einen nichtdeterministischen f (n) -zeitbeschrankten Algorithmus zur Akzeptanz von L, gibt.

Die Aussage
,das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin NTIME(f (n))*
steht synonym fir L, T NTIME(f (n)). In diesem Sinn bezeichnet NTIME(f (n)) die Klasse

der Entscheidungsprobleme, die auf nichtdeter ministische Weise in der Zeitkomplexitat
O(f(n)) gelost werden konnen.
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Zu beachten ist, dal3 die Laufzeit des nichtdeterministischen Algorithmus bzw. die Laufzeit
des Verifizierers V_ in Abhangigkeit von der Grof3e von x1 S, gemessen wird. Natirlich
ist im Zeitaufwand, den ein Verifizierer fir seine Entscheidung bendtigt, auch die Zeit ent-
halten, um die Zeichen des Beweises B zu lesen. Ist dieser f(n)-zeitbeschrankt, so kann er
hochstens C: f (n) viele Zeichen des Beweises lesen (hierbel ist C eine Konstante). Wenn es
also iiberhaupt einen Beweis B, mitV_(x,B,)=j a gibt, dann gibt es auch einen Beweis mit
Lange £C>f(n), so dal’ man fur den Beweis gleich eine durch C> f (n) beschrankte Lénge
annehmen kann.

Eine der wichtigsten Klassen, die Klasse NP der Entscheidungsprobleme, die nichtdetermini-
stisch mit polynomieller Zeitkomplexitéat gel6st werden kdnnen, ergibt sich, wenn f ein Poly-
nom ist:

¥
NP = | JNTIME(n*)

k=0

Zur Verdeutlichung des Unterschieds zwischen P und NP werden die entsprechenden Defini-
tionen der beiden Klassen noch einmal gegentibergestellt:

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin P, wenn es einen Algorithmus
A, und ein Polynom p(n) gibt, so da3 ein Entscheidungsverfahren fur P folgende Form
hat:

Eingabe: xI S, mit [x=n
Ausgabe:  Entscheidung , x1 L, “, fdls A_ (x)=j a gilt,
Entscheidung , x1 L, “, falls A_(x)=nei n gilt.

Hierbei wird die Entscheidung A (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, diein
O(p(m)) liegt.

x1 S,

ja, xI L
M AL P [ P

—» nein, xI L,
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Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegt in NP, wenn es einen Verifizie-
rer V,_ und ein Polynom p(n) gibt, so dai3 ein Entscheidungsverfahren fir P folgende Form
hat:

Eingabe: xI S, mit [x=n

Ausgabe: Entscheidung , xT L, “, fallseseinen Beweis B, T S, gibt mit |B,| £ C xp(n)
und V,_(x,B,)=j a;
Entscheidung , xI L, *“ fallsfir alle Beweise BI S, mit
B[ £Cxp(n) gilt: V_(x,B)=nein.

Hierbei wird die Entscheidung V, (x,B) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, diein
O(p(n)) liegt.

Bﬁ,, > ja xI L,
x1 S, ) . » nein, xI L,
—P»

Da ein polynomiell zeitbeschrankter Algorithmus A, , wie er in der Definition von P vor-

kommt, ein spezieller polynomiell zeitbeschrankter Verifizierer ist, der fur seine Entschei-
dung ohne die Zuhilfenahme eines Beweises auskommt, gilt

Pi NP.

Die Frage P=NP bzw. P NP ist bisher ungelost (P-NP-Problem). Vieles spricht dafr,
daR Pt NP gilt.

Im folgenden werden einige wenige Beispiele fir Probleme P aus NP aufgefihrt, von de-
nen nicht bekannt ist , ob siein P liegen. Dabei wird fiir Instanzen x1 L, jeweils der Beweis
B, 1 S, angegeben, der den Verifizierer zur j a-Entscheidung veranlaft. Die Angabe von B,

erfolgt informell, sie muf3 entsprechend (beispielsweise in eine bindre Zeichenkette) Ubersetzt
werden.

Erflllbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)
bzw. Boolescher Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT):
Instanz: F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform bzw. in allgemei-

ner Form mit der Variablenmenge V ={x,, ..., x.}; size(F)=n.
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Beweis: B ist eine Kodierung der Belegung der in F vorkommenden Variablen, z.B.

als 0-1-Folge der Lange n.
Arbeitsweise des Verifizierers: Einsetzen der Belegung B in die Variablen von F und

Auswertung der Formel.

Problem des Handlungsrei senden:

Instanz:  [G,K], G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph
mit der Knotenmenge V ={v,,...,v, }, bestehend aus n Knoten, und der Kan-
tenmenge E1 V7V ; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E €n
Gewicht; KT R.,; size([G,K])=k =n>B mit B =max{ dog(w(e))ylel E}.

Bewels: By () ist eine Permutation der Zahlen 1, ..., nin Binarkodierung (mit Lange in
O(nog(n))).

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberprifung, ob die Permutation By ; €ine Rundreise in

G beschreibt, deren Gewicht £ K ist. Mit Binarsuche wie in Kapitel 3.1 be-
schrieben &M%t sich sogar in polynomieller Zeit Uberpriifen, ob es eine Rundre-
se mit minimalen Gewicht £ K gibt.

Partitionenproblem:
Instanz: | ={a,,...,a}

| ist eine Menge von n nattirlichen Zahlen; size(1) =nxog,(B) mit B=§ a, .

i=1
Beweis. B, ist eine Teilmengevon {L,...,n} (mit Langein O(nxog(n))).

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob § a, = § a, gilt.
is e

0/1-Rucksackproblem:

Instanz: | = (A M)
A={a,..,a,} ist ene Menge von n natrlichen Zahlen; MT N;
size(l) =nxog,(a,)

Beweis. B, ist eéineFolge X, ..., x, von n Zahlen aus {0,1} (mit Lange n).

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob ;‘;”1 x>xa =M gilt.

i=1

Problem der minimalen{0,1}-Linearen Programmierung

Instanz; [A,B,C,KJ, Al Z™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten,
bl z™ ist ein ganzzahliger Vektor, ¢ N" ist ein nichtnegativer ganzzahliger
Vektor, KT N, size([AB,éJ)=k=m><n><B mit
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B=max{éog(e)ﬂ|eT AUel bUel 6}.

Gesucht: Vektor x1 {0,2}" mit Axx3 b und Wert § ¢, % £K .

i=1

Beweis: B[A,B,C] ist eine 0-1-Folge der Léange n (fur den Vektor X).
Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob fur X = B[ AB.c] die Bedingungen Axx3 b

und § ¢ xx £ K gelten,

i=1

Problem des léngsten Wegs in einem gewichteten Graphen:
Instanz:  |G,v,,v,,K]|, G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter)

Graph mit der Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der
Kantenmenge Ei V" V; v,TV;v,1V; dieFunktion w: E® R., gibt jeder
Kante el E en Gewicht; KIR.,,; size(GK])=k=nx8 mit
B = max{ dog(w(e))ilel E}.

Gesucht: ein einfacher Weg (d.h. ohne Knotenwiederholungen) von v, nach v; mit Ge-
wicht 3 K.

Beweis: By, v k] ist eine Folge von Knoten, die mit v, beginnt und mit v, endet (mit
Langein O(n¥og(n)).

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob By, ] €nen einfachen Weg be-

schreibt, dessen Gewicht 3 K ist.

Man kennt heute mehrere tausend Probleme aus NP. In der angegebenen Literatur werden ge-
ordnet nach Anwendungsgebieten umfangreiche Listen von NP-Problemen aufgefihrt.

Die Arbeitsweise eines nichtdeterministischen polynomiellen Entscheidungsal gorithmus kann
man durch einen ,normalen” deterministischen Algorithmus simulieren. Es ist jedoch bisher
keine Simulation bekannt, die dabei in polynomieller Zeit arbeitet. Genauer gilt:

Fir jedes Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, aus NP mit Verifizierer V,_
und polynomieller Zeitkomplexitét p(n) gibt es einen deterministischen Algorithmus A, _,
der fir jedes xI S, entscheidet, ob x1 L, gilt oder nicht und die Zeitkomplexitét
O(p(n) >Q°""”))) besitzt.

Die Aussage ,,P = NP* wirde bedeuten, dal3 es fur jedes Problem P aus NP mit polynomiell
zeitbeschranktem Verifizierer V,  sogar einen polynomiell zeitbeschrankten deterministi-
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schen Algorithmus A, gibt, der dasselbe Ergebnis wie V liefert. Das bzw. die Unmbg-
lichkeit einer derartigen Simulation sind jedoch nicht bekannt.

Der folgende Pseudocode fir A, beschreibt die wesentlichen Aspekte der Simulation:
Bemerkung: Ein Beweis B, den der Verifizierer liest, ist ein Wort Uiber einem Alphabet S, .

FUNCTION A (X);

VAR n : | NTECER;
I ng : | NTEGER,
B . Sy

antwort : BOOLEAN
weiter : BOOLEAN

BEG N
n = sze(X); { G 06Re der Eingabe }
I ng =C* p(n); { maxi mal e Ladnge ei nes Bewei ses }
antwort : = FALSE;
weiter = TRUE;

VWHI LE weiter DO
IF (es sind bereits alle Wirter aus S; mt Lange <= I ng

erzeugt wor den)

THEN weiter := FALSE
ELSE
BEG N
B:= ndchstes Wort aus S, mit Lange <= I ng;
IF V,(x,B)=ja
THEN BEG N
antwort : = TRUE;
wei ter = FALSE;
END;
END;

CASE antwort OF
TRUEE : A, (x):=]a
FALSE : AP(X)Z: nein;
END;

END;
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3.4 NP-Vollstandigkeit

Die bisher beschriebenen Probleme entstammen verschiedenen Anwendungsgebieten. Dem-
entsprechend unterscheiden sich die Alphabete, mit denen man die jeweiligen Instanzen bil-
det. Boolesche Ausdriicke werden mit einem anderen Alphabet kodiert als gewichtete Gra-
phen oder Instanzen fur das Partitionenproblem. Im folgenden wird zunéchst eine Verbindung
zwischen den unterschiedlichen Problemen und ihren zugrundeliegenden Alphabeten herge-
stellt.

Eine Funktion f:S, ® S,, die Worter Uber dem endlichen Alphabet S, auf Worter Tber

dem endlichen Alphabet S, abbildet, heif3t durch einen deterministischen Algorithmus in
polynomieller Zeit berechenbar, wenn gilt: Es gibt einen deterministischen Algorithmus
A mit Eingabemenge S, und Ausgabemenge S, und ein Polynom p, mit folgenden Ei-
genschaften:

bei Eingabe von xI S, mit der GroRe |x=n erzeugt der Algorithmus die Ausgabe

f (x)T S, und benétigt dazu hichstens O(p, (n))viele Schritte.

— 7 AN —> xS,
Berechnung mit O(p; (n))

vidlen Schritten

Essden LI S, und L, S, zwei Mengen aus Zeichenketten (Wortern) tber jeweils zwei
endlichen Alphabeten. L, heif% polynomiell (many-one) reduzierbar auf L,, geschrieben
LE. L

wenn gilt: Es gibt eine Funktion f : S, ® S,, die durch einen deterministischen Algorithmus

in polynomieller Zeit berechenbar ist und fur die gilt:
wi L O fwl L,.

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:
wi Lp f(w)i L,undwl Lp f(w)i L,.

Bemerkung: Es gibt noch andere Formen der Reduzierbarkeit zwischen Mengen, z.B. die all-
gemeinere Form der Turing-Reduzierbarkeit mit Hilfe von Orakel-Turingmaschinen.
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Die Bedeutung der Reduzierbarkeit £ zeigt folgende Uberlegung.

Fur dieMengen LI S; und L, i S, gelte L, £ L, mittels der Funktion f:S, ® S, bzw.
des Algorithmus A ; . Seine Zeitkomplexitét sei das Polynom p;, . Fir die Menge L, gebe es

einen polynomiell zeitbeschrankten deterministischen Algorithmus A, der L, erkennt; seine

Zeitkomplexitét sei das Polynom p, :

Berechnung von f:

= A

>

—» Az(W)

f(x)1 'S,

Berechnung mit O(p; (n))

vidlen Schritten

Ly ja,wl L,

>

nein, wl L,

Entscheidung nach

O(p,(n)) vielen Schritten

Mit Hilfe von A, und A, [&3 sich durch Hintereinanderschaltung beider Algorithmen ein

polynomiell zeitbeschrénkter deterministischer Algorithmus A, konstruieren, der L, er-

kennt:

Erkennung von L, :

*

wi S,

size(w) =n

(w1 S,

ja,
fwi L, A
»ja, wl L

» nein, wi L,

nein,
fw)l L,

Erkennung von L, mit Zeit-
aufwand der Gréf3enordnung

O(pf (n)+ pz(pf (n)», d.h.
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Ein w,1 S, kann dazu dienen, fir mehrere (many) wi S; die Frage , wl L, ?* zu entschei-
den (namlich fur ale digienigen wi S, fir die f(w):w2 gilt). Allerdings darf man fur jede
Eingabe f(w) den Algorithmus A, nur eéinmal (one) verwenden, namlich bei der Entschei-
dungvon f(w).

Gilt fir ein Problem P, zur Entscheidung der Menge L, | S, und fir ein Problem P zur
Entscheidung der Menge L, | S, die Relation L, £, Ly, ., so heil’t das Problem P auf das

Problem P, polynomiell (many-one) reduzier bar, geschrieben P £_ P .
Beispidl:
{03} -Lineare Programmierung:

Instanz: lA’B’ 2]

Al Z™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spaten, bT Z™, 7 it
ein Vektor von n Variablen, die die Werte 0 oder 1 annehmen kdnnen.

Losung: Entscheidung ,ja“, falls gilt:
Es gibt eine Zuweisung der Werte O oder 1 an die Variablen in Z, so dal3 das li-

neare Ungleichungssystem Axz £/3 b erfillt ist. Die Bezeichnung £/3 steht
hier fir entweder £ oder 2 in einer Ungleichung.

Esgilt CSAT £, {01}-Lineare Programmierung.

Eine der zentralen Definitionen in der Angewandten Komplexitétstheorie ist die NP-Vollstan-
digkeit:

Ein Entscheidungsproblem P, zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge
Lo, I Sp, heilt NP-vollstandig, wenn gilt:

LPOT NP, und fir jedes Probleme P zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge
Lo I S, mitL,T NPgilt L, £, L, .

Mit obiger Definition der Reduzierbarkeit zwischen Problemen kann man auch sagen:
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Das Entscheidungsproblem P , ist NP-vollstandig, wenn P, in NP liegt und fir jedes Ent-
scheidungsprobleme P in NP die Relation P £, P, gilt.

Das erste Beispiel eines NP-vollsténdigen Problems wurde 1971 von Stephen Cook gefunden.
Esailt:

Das Erfillbarkeitsproblem fur Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT) ist NP-
vollstandig.

Die Beweisidee (hier nicht direkt dem Beweis von Cook folgend) &3t sich folgendermal3en skizzieren:

1. SAT liegtin NP (siehe Kapitel 3.3).
Fir jedes Problem P in NP ist die Relation P £ SAT zu zeigen. Dazu geht man von dem
nichtdeterministischen polynomiell zeitbeschrénkten Algorithmus zur Akzeptanz der Menge
L, [ S, mitHilfe eines Verifizierers V., ausund beschreibt durch einen Booleschen Ausdruck
F(P) dieArbeitswveisevon V_ bei Eingabe von xI S, mit size(x) =n und polynomiell in n
beschranktem Beweis B1 S;. Die Lange von F(P) 14 sich polynomiell in n beschrénken, so
dal die Konstruktion von F(P) nur polynomiellen Zeitaufwand erfordert. Dieser Boolesche
Ausdruck F(P) beschreibt im Prinzip, da3 V_ in einem Anfangszustand startet, welche Inhalte
die Speicherzellen haben, die wahrend des Ablaufs des Algorithmus von V, ~ verwendet und ver-

andert werden, welche Rechenschritte (Zustandsanderungen) im Algorithmus erfolgen und dal3
das Verfahren nach polynomieller Zeit stoppt. Zusétzlich wird F(P) so konstruiert, dai3 gilt:

xi L, O F[P]isterfiilbar.

NP-vollstandige Probleme kann man innerhalb der Klasse NP as die am schwersten zu 16-
senden Probleme betrachten, denn sie entscheiden die P-NP-Frage:

Gibt es mindestens ein NP-vollsténdiges Problem, dasin P liegt , soist P = NP.

Aus NP-vollstdndigen Problemen lassen sich aufgrund der Transitivitét der £ -Relation
weitere NP-vollsténdige Probleme ableiten:

Ist das Entscheidungsproblem P, NP-vollstandig und gilt P, £, P, fir ein Entscheidungs-
problem P, so gilt:
Ist P, in NP, soist P, ebenfalls NP-vollstandig.
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Be P NP gilt:

st ein Entscheidungsproblem P zur Entscheidung der Menge L, | S, NP-vollstandig, so ist
das Problem P schwer |6sbar (intractable), d.h. es gibt keinen polynomiell zeitbeschrankten
deterministischen Ldsungsalgorithmus zur Entscheidung von L, . Insbesondere ist das zuge-

horige Optimierungsproblem, falls es ein solches gibt, erst recht schwer (d.h. nur mit minde-
stens exponentiellem Aufwand) |6sbar.

Man weil3 von vielen praktisch relevanten Entscheidungsproblemen P, dal3 sie NP-
vollstéandig sind.

NP-vollstdndige Probleme mit praktischer Relevanz sind heute aus vielen Gebieten bekannt,
z.B. aus der Graphentheorie, dem Netzwerk-Design, der Theorie von Mengen und Partitionen,
der Datenspeicherung, dem Scheduling, der Maschinenbelegung, der Personal einsatzplanung,
der mathematischen Programmierung und Optimierung, der Analysis und Zahlentheorie, der
Kryptologie, der Logik, der Automatentheorie und der Theorie Formaler Sprachen, der Pro-
gramm- und Codeoptimierung usw. (siehe Literatur). Die folgende Zusammenstellung listet
einige wenige Beispiele auf, die z.T. bereits behandelt wurden.

Beispiele fir NP-vollstandige Entscheidungsprobleme
Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT):

Instanz: F,
F ist ein Boolescher Ausdruck (Formel der Aussagenlogik)

Losung: Entscheidung ,ja“, fals gilt:
F ist erfullbar, d.h. es gibt eine Belegung der Variablen in F mit Werten 1
(TRUE, WAHR) bzw. 0 (FALSE, FALSCH), wobei gleiche Variablen mit glei-
chen Werten belegt werden, so dal3 sich bel Auswertung der Formel F der
Wert 1 (TRUE, WAHR) ergibt.

Kodiert man Formeln der Aussagenlogik tber dem Alphabet A={U,U,&,(,), x,0,1}, so
ist eine Formel der Aussagenlogik ein Wort tber dem Alphabet A. Nicht jedes Wort tber
dem Alphabet A ist eine Formel der Aussagenlogik (weil es eventuell syntaktisch nicht
korrekt ist) und nicht jede Formel der Aussagenlogik als Wort Uber dem Alphabet A ist
erfllbar.

Le.; ={F |F ist eineerfiillbare Formel der Aussagenlogik}.
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Erflllbarkeitsproblem der Aussagenlogik mit Formeln in konjunktiver Normalform
mit héchstens 3 Literalen pro Klausel (3-CSAT):

Instanz: F,
F ist eine Formel der Aussagenlogik in konjunktiver Normalform mit héch-

stens 3 Literalen pro Klausel, d.h. sind x,,..., X, die verschiedenen in F vor-
kommenden Booleschen Variablen, so hat F die Form

F=F,UF,U..F

Hierbei hat jedes F, die Form F, = (yil Uy, ing) oder F = (yil inz) oder
F =(y,), und y, stet fir eine Boolesche Variable (d.h. y, =) oder fur
eine negierte Boolesche Variable (d.h. yi, = @x, ) oder fur eine Konstante O

(dh. y, =0)bzw.1(dh. y, =1).

Losung: Entscheidung ,ja“, fals gilt:
F ist erfllbar.

Kodiert man die Formeln wie bei SAT, s0 gilt Ly g | Lear -

Kliquenproblem (KLIQUE):

Instanz:  [G, k],
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph und k eine natiirliche Zahl.

Losung: Entscheidung ,ja“, fals gilt:
G besitzt eine ,Klique* der GroRe k. Dieses ist eine Teilmenge V(i V der

Knotenmenge mit |V ¢=k, und fir alle ul VCund dle vi V(mit ut v gilt

(uv)T E.

0/1-Rucksack-Entscheidungsproblem (RUCK SACK):

Instanz:  [a,,...,a,,b],
a,, ..., a, und b sind naturliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
Esgibteine Teilmenge | 1 {1,...,n} mit § a =b.
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Partitionenproblem (PARTITION):

Instanz:

L 6sung:

2y, 4],
a,,...,a, sind nattrliche Zahlen.

Entscheidung ,.ja", fals gilt:
Esgibt eine Teilmenge 1§ {L...,nf mit Ja =3 a .

Packungsproblem (BINPACKING):

Instanz:

L 6sung:

[al,...,an,b, k],
a,,...,a (,Objekte") sind nattirliche Zahlen mit a, £b furi=1,..,n, bl N

(,BehaltergrolRe*), kT N.

Entscheidung ,.ja", fals gilt:

Die Objekte kdnnen so auf k Behdter der Fullhohe b vertellt werden, so dal3

kein Behalter tberlauft, d.h. es gibt eine Abbildung f :{L,...n}® {1,...,k}, so
daR fur ale j1 {1,...k} gilt: da £b

f()=]

Problem des Hamiltonschen Kreisesin einem gerichteten (bzw. ungerichteten) Gra-
phen (GERICHTETER bzw. UNGERICHTETER HAMILTONKREIS):

Instanz:

L 6sung:

G,
G =(V,E) ist ein gerichteter bzw. ungerichteter Graph mit V ={v,, ..., v, }.

Entscheidung ,.ja", fals gilt:
G besitzt enen Hamiltonschen Kreis. Dieses ist eine Anordnung
(Vo s Vi 2y s Vo y ) dlEr Knoten mittels einer Permutation p der Knotenindi-

zes, so dal3 fiir i =1,...,n- 1 gilt: (v, ),V )T E und (v, 0, Vo )T E-

Problem des Handlungsreisenden (HANDLUNGSREISENDER):

Instanz:

[M,K],
M =(M, ) ist éine (n" n)-Matrix von , Entfernungen zwischen n , Stadten
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und eine Zahl k.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:

Es gibt ene Permutation p (eine Tour, ,Rundreise”), so dal3
n-1

o] .
A Myipin tMpmpe £k gilt?

i=1

Zum Nachweis der NP-Vollstandigkeit fir eines dieser Probleme P ist neben der Zugehérig-
keit von P zu NP jeweils die Relation P, £ P zu zeigen, wobei hier P, ein Problem ist,
flr das bereist bekannt ist, dal3 es NP-vollstandig ist. Haufig beweist man

SAT £_3-CSAT £, RUCKSACK £_PARTITION £ BIN PACKING und

3-CSAT £ KLIQUE und
3-CSAT £, GERICHTETER HAMILTONKREIS £ UNGERICHTETER HAMILTON-
KREIS £, HANDUNGSREISENDER.
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4 Approximation von Optimierungsaufgaben

Gegeben sai das Optimierungsproblem P :

Instanz: 1. xI S,

2. Spezifikation einer Funktion SOL, , die jedem x1 S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , die jedem xi S, und yi SOL,(x) den
Wert m, (x,y) einer zulassigen Lésung zuordnet

4. goal, T {min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein Ma-
ximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m, (x,y")=min{m, (x,y)|y] SOL, (x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. m, (x,y)=max{m, (x,y)|yl SOL, (x)}
bel einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

Im folgenden (und in den vorhergehenden Beispielen) werden Optimierungsproblemen unter-
sucht, die auf der Grenze zwischen praktischer Losbarkeit (tractability) und praktischer Un-
|6sbarkeit (intractability) stehen. In Anaogie zu Entscheidungsproblemen in NP bilden diese
die Klasse NPO:

Das Optimierungsproblem P gehdrt zur Klasse NPO, wenn gilt:

1. die Menge der Instanzen x1 S, ist in polynomieller Zeit entscheidbar

2. es gibt ein Polynom g mit der Eigenschaft: firr jedes xI S, und jede zuléssige Losung
yl SOL, (x) gilt |y|£q(x), und fir jedes y mit |y| £ g(x) ist in polynomieller Zeit ent-
scheidbar, ob yi SOL, () ist

3. dieZiefunktion m, istin polynomieller Zeit berechenbar.

Alle bisher behandelten Beispiele fur Optimierungsprobleme liegen in der Klasse NPO. Dazu
gehoren insbesondere auch solche, deren zugehdriges Entscheidungsproblem NP-vollstandig
ist.

Es gilt der Satz:

Fur jedes Optimierungsproblem P in NPO ist das zugehdrige Entscheidungsproblem in NP.
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Analog zur Definition der Klasse P innerhalb NP [&3 sich innerhalb NPO eine Klasse PO de-
finieren:

Ein Optimierungsproblem P aus NPO gehort zur Klasse PO, wenn es einen polynomiell
zeitbeschrankten Algorithmus gibt, der fir jede Instanz x1 S, eine optimale Losung

y' 1 SOL, (x) zusammen mit dem optimalen Wert my, (x) der Zielfunktion ermittelt.
Offensichtlichist PO NPO.

Esailt:

Ist Pt NP, dannist PO* NPO.

Im Laufe dieses Kapitels wird die Struktur der Klasse NPO genauer untersucht. Im folgenden
liegen daher alle behandelten Optimierungsprobleme in NPO.

Bel Optimierungsaufgaben gibt man sich haufig mit Néherungen an die optimale Lésung zu-
frieden, insbesondere dann, wenn diese , leicht” zu berechnen sind und vom Wert der opti-
malen Losung nicht zu sehr abweichen. Unter der Voraussetzung Pt NP gibt es fir ein Op-
timierungsproblem, dessen zugehériges Entscheidungsproblem NP-vollstandig ist, kein Ver-
fahren, das eine optimale LAsung in polynomieller Laufzeit ermittelt. Gerade diese Probleme
sind in der Praxis jedoch haufig von grof3em Interesse.

Fir eine Instanz x1 S;, und firr eine zulassige Lésung y1 SOL , (x) bezeichnet

D(x,y) = | (x) - My (X, Y)
den absoluten Fehler von y bezuiglich x.

Ein Algorithmus A ist ein Approximationsalgorithmus (Naherungsalgorithmus) fur P,
wenn er bel Eingabe von x1 S, eine zul&ssige Losung liefert, d.h. wenn A(x)T SOL, (x)
gilt. A heif%t absoluter Approximationsalgorithmus (absoluter N&herungsalgorithmus),
wenn es eine Konstante k gibt mit D(x,A(x)) =[m; (x) - m, (X, A(X))| £k. Das Optimie-
rungsproblem P heil3t in diesem Fall absolut approximierbar.

Ist P ein Optimierungsproblem, dessen zugehdriges Entscheldungsproblem NP-vollsténdig
ist, so sucht man nattrrlich nach absoluten Approximationsalgorithmen fur P, die polyno-
mielle Laufzeit aufweisen und fir die der Wert D(x,A(x)) moglichst klein ist. Das folgende
Beispiel zeigt jedoch, dal? unter der Voraussetzung P 1 NP nicht jedes derartige Problem ab-
solut approximierbar ist. Dazu werde der folgende Spezialfall des 0/1-Rucksack-
M aximierungsproblems betrachtet:
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Das ganzzahlige 0/1-Rucksack-M aximier ungspr oblem

Instanz: 1. | =(AM)
A={a,...,a} ist eine Menge von n Objekten und M T N die , Rucksackkapa-
zitat" . Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a, =(w,, p,); hierbei bezeich-
net w1 N dasGewichtund p, T N den Wert (Profit) des Objekts a. .
sze(l)=n
0

2. SOL(1)={ (X X, )| =0o0der x, =1firi =1,..,nund § X w EME
|

i=1

3. m(l ,(xl,...,xn)):én_ x, xp, fur (x,,...,x, )T SOL(l)

i=1
4. goal = max

Losung: Eine Folge X;,...,X. von Zahlen mit
(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2) & X w EM

i=1
@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen moglichen Auswahlen
i=1
Xy X, die (1) und (2) erfllen.
Das zugehorige Entscheidungsproblem ist NP-vollstéandig, so dal3 dieses Optimierungspro-

blem unter der Voraussetzung P* NP keinen polynomiell zeitbeschrénkten LoAsungsalgo-
rithmus (der eine optimale L 6sung ermittelt) besitzt. Es gilt sogar:

Es sai k eine vorgegebene Konstante. Unter der Voraussetzung P* NP gibt es keinen poly-
nomiell zeitbeschrankten Approximationsalgorithmus A fir das ganzzahlige 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblem, der bei Eingabe einer Instanz | =(AM) eine zulassige Ldsung

A(1)T SOL(1) berechnet, fiir deren absoluter Fehler D(1,A(1))=|m"(1)- m(I,A())|£k
gilt.

Die Forderung nach der Garantie der Einhaltung eines absoluten Fehlers ist also haufig zu
stark. Es bietet sich daher an, einen Approximationsalgorithmus nach seiner relativen Appro-
ximationsgute zu beurteilen.

Essai ein P wieder ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fur P
(siehe oben), der eine zuldssige Losung A(X) ermittelt. Ist xT S, eine Instanz von P, so gilt
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trivialerweise A(x) £m, (x) bei einem Maximierungsproblem bzw. my, (x)£ A(x) bei einem
Minimierungsproblem.

Die relative Approximationsgite R, (x) von A bei Eingabe einer Instanz x1 S, wird defi-
niert durch
R, (X) :rZ\PT();) bei einem Maximierungsproblem

X

bzw.

R, (X) = ( X) bei einem Minimierungsproblem.

m; (x)

Bemerkung: Um nicht zwischen Maximierungs- und Minimierungsproblem in der
Definition unterscheiden zu missen, kann man die relative Approximationsgite von A

bei Eingabe einer Instanz x1 S;, auch durch
i (x) A(x) @
PAG) ()

R, (X) = max

definieren.

Offensichtlich gilt immer 1£ R, (x) . Jedichter R, (x) bei 1 liegt, um so besser ist die Appro-
ximation.

Die Aussage, R, (X) £c* mit einer Konstanten ¢ 3 1 fur ale Instanzen x1 S, bedeutet bei

einem Maximierungsproblem 1£ A(( ))Ec dso A(X)?2 }/xm , d.h. der Approximati-

onsalgorithmus liefert eine Losung, die sich mindestens um % dem Optimum néhert. Ge-

wuinscht ist also ein moglichst grof3er Wert von % bzw. ein Wert von ¢, der moglichst klein
(d.h. dicht bel 1) ist.

Bei einem Minimierungsproblem impliziert die Aussage , R,(X)£c® die Beziehung
A(X) £ cxmy, (x), d.h. der Wert der Approximation iiberschreitet das Optimum um héchstens

das c-fache. Auch hier ist also ein Wert von ¢ gewtnscht, der moglichst klein (d.h. dicht bei
1)ist.

4.1 Relativ approximierbare Probleme

Essa r3 1. Der Approximationsalgorithmus A fur das Optimierungsproblem P aus NPO
heil3t r-approximativer Algorithmus wenn R, (x) £r fir jede Instanz x1 S, gilt.
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Bemerkung:

Es sei A ein Approximationsalgorithmus fir das Minimierungsproblem P,
und es gelte A(x) £rxm, (x)+k fir ale Instanzen x1 S, (mit Konstanten r
und k). Dann ist A lediglich (r+k)-approximativ und nicht etwa r-
approximativ, jedoch asymptotisch r-approximativ (siehe Kapitel 4.3).

Die Klasse APX besteht aus denjenigen Optimierungsproblemen aus NPO, fir die es einen r-
approximativen Algorithmus fir ein r 3 1 gibt.

Offensichtlichist APX i NPO.

Das folgende Optimierungsproblem liegt in APX:

Binpacking-Minimierungsproblem:

Instanz: 1. 1 =[a,,..,a]
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,...,n
sze(l) =n
#[B,.... B] | [B,, .., B ]ist eine Partition (disiunkte Zerlegung)i

2 SOL(I)Z% von | mit é_aTBiai£1fUrj=1,...,k ig
d.h. in einer zul&ssigen Losung werden die Objekte so auf k ,, Behalter” der HO-
he 1 verteilt, dald kein Behdlter ,, Uberlauft”.

3. Fur [B,,...B T sOL(1) ist m(l,[B,,....B]) =k, d.h. als Zielfunktion wird die
Anzahl der bendtigten Behélter definiert

4. Goal =min

LOsung:  Eine Partition der Objekte in maglichst wenige Teile B, ..., B,. und die Anzahl k’

der benétigten Telle.

Bemerkung: Da das Laufzeitverhalten der folgenden A pproximationsalgorithmen
nicht von den Groéf3en der in den Instanzen vorkommenden Objekte abhangt, sondern nur

von deren Anzahl, kann man fir eine Eingabeinstanz | =[a, ..., a,] als GroRe den Wert
size(l) = nwéhlen.

Das Binpacking-Minimierungsproblem ist eines der am besten untersuchten Minimierungs-
probleme einschlieffdlich der Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Objekte. Das zuge-
horige Entscheidungsproblem ist NP-vollstandig, so dald unter der Voraussetzung P! NP
kein polynomiell zeitbeschrankter Optimierungsal gorithmus erwartet werden kann.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus approximiert eine optimale Losung:
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Nextfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren: B, :=a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer

dieser Behdlter Uberlauft, so lege a;,, nach B; (in den Behdter mit dem hoch-

i+1

sten Index), falls dadurch B; nicht Gberlauft, d.h. éeﬂ . & £1 gilt; andernfalls

lege a,,, in einen neuen (bisher leeren) Behdlter B, .

Ausgabe: NF(l) = Anzahl bendtigter nichtleerer Behdlter und B, ..., By, -

Ist | :[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt
NF(1)/m" (1) £2, d.h. der Nextfit-Algorithmus ist 2-approximativ (NF(I) £ 2xm’(l)). Das
Binpacking -Minimierungsproblem liegt in APX.

Die Grenze 2 im Nextfit-Algorithmus ist asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |, fir die
NF(1)/m" (1) beliebig dicht an 2 herankommit.

Es gilt sogar eine genauere Abschdtzung der relativen Approximationsgute: Mit
a,, =max{a i=1..,n}ist

m

NE() £ | 4 B /(1- e ) (1) fallsO<a,, £/2
72xm (I) fdlsl/2<a,, £1

Zu beachten ist, dal3 der Nextfit-Algorithmus ein online-Algorithmus ist, d.h. die Objekte der
Rethenfolge nach inspiziert, und sofort eine Entscheidung trifft, in welchen Behdlter ein Ob-
jekt zu legen ist, ohne ale Objekte gesehen zu haben. Die Laufzeit des Nextfit-Algorithmus
bei einer Eingabeinstanz der Gréfie nliegtin O(n).

Eine asymptotische Verbesserung der Approximation liefert der Firstfit-Algorithmus, der
ebenfalls ein online-Algorithmus ist und bel geeigneter Implementierung ein Laufzeitverhal-
ten der Ordnung O(n>log(n)) hat:
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Firstfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren: B, :=a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,, in den Behdter unter By, ..., B; mit dem
kleinsten Index, in den das Objekt a,,, noch paf3, ohne dald er Uberlauft. Falls
es einen derartigen Behdlter unter B,,..., B, nicht gibt, lege a,,, in énen neuen
(bisher leeren) Behdlter B,,,.

Ausgabe: FF(1) = Anzahl benctigter nichtleerer Behdlter und B, ..., B -

st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

FE()E£L7>m (1) +2.

Die Grenze 1,7 im Firstfit-Algorithmus ist ebenfalls asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |,
fur die FF(1)/m’ (1) beliebig dicht an 1,7 herankommt. Zu beachten ist weiterhin, dai? der

Firstfit-Algorithmus kein 1,7-approximativer Algorithmus ist, sondern nur asymptotisch 1,7-
approximativ ist.

Eine weitere asymptotische Verbesserung erhdlt man, indem man die Objekte vor der Auf-
teilung auf Behélter nach absteigender Grolie sortiert. Die entstehenden Approximationsalgo-
rithmen sind dann jedoch offline-Algorithmen, da zunéchst alle Objekte vor der Aufteilung
bekannt sein mussen.
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FirstfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,, ..., a, nach absteigender Grofe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,, ..., a,, d.h.esgilt &, % ... 3 a,.
B =a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdlter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,, in den Behdter unter By, ..., B; mit dem
kleinsten Index, in den das Objekt a,,, noch paf3, ohne dald er uberlauft. Falls
es einen derartigen Behdlter unter B,,..., B, nicht gibt, lege a,,, in énen neuen
(bisher leeren) Behdlter B,,,.

Ausgabe: FFD(1) = Anzahl bendtigter nichtleerer Behdlter und B, ..., Beep ) -

st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt
FFD(1) £1,5xm (1) +1.

BestfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,, ..., a, nach absteigender Grofe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,, ..., a,, d.h.esgilt &, % ... 3 a,.
B =a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdlter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,,, in den Behdlter unter B, ..., B,, der den
kleinsten freien Platz aufweist. Falls a,,; in keinen der Behdlter B, ..., B, pald,

lege a,,, in einen neuen (bisher leeren) Behdlter B,,,.

Ausgabe: BFD(I) = Anzahl bendtigter nichtleerer Behalter und B,, ..., Bgep) -




4.1 Relativ approximierbare Probleme 103

st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

BFD(1) £13¢m'(1) +4.

Die folgende Zusammenstellung zeigt noch einmal die mit den verschiedenen Approximati-
onsalgorithmen zu erzielenden Approximationsguten. In der letzten Zeile ist dabei ein Algo-
rithmus erwahnt, der in einem gewissen Sinne (siehe Kapitel 4.2) unter allen approximativen
Algorithmen mit polynomieller Laufzeit eine optimale relative Approximationsgite erzielt.
Zu beachten ist ferner, dal3 im Sinne der Definition die Algorithmen Firstfit, FirstfitDecrea-
sing und BestfitDecreasing nicht r-approximativ (mit r = 1,7 bzw. r = 1,5 bzw. r = 1,22), son-
dern nur asymptotisch r-approximativ sind.

Approximationsalgorithmus Approximationsgute
Nextfit NF(I)E‘:,(1+?W/(1- a,,)m (1) fdlso<a,, £1/2
72xm (1) fdlsl/2<a,, £1
Firstfit FR(1)E£L7>m (1) +2
FirstfitDecreasing FFD(1) £15xm (1) +1
BestFitDecreasing BFD(I)El}/g ' (1) +4; 11/9=1,222
Simchi-Levi, 1994 SL(1)£15xm (1)

In Kapitel 4 wurde gezeigt, dal? das 0/1-Rucksack-M aximierungsproblem unter der Annahme
P1 NP nicht absolut approximierbar ist. Es gibt jedoch fur dieses Problem enen 2-
approximativen Algorithmus, der aus einer Modifikation der Greedy-Methode des allgemei-
nen Rucksack-M aximierungsproblems entsteht:

Das 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

Instanz: 1. | =(AM)
A={a,..,a } ist eine Menge von n Objekten und M1 R_, die , Rucksackka-
pazitét“. Jedes Objekt a , i =1,..,n, hat die Form a =(w,p,); hierbei be-
zeichnet w T R_, dasGewichtund p, T R_, den Wert (Profit) des Objekts a, .
sze(l)=n
2. SOL(I):}(xl,...,xn)|xi =0oder x, =1firi :L...,nundé X, AW, £M§; man
| i=1

beachte, daf3 hier nur Werte x, =0oder x, =1 zulassig sind
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3. m(l ,(xl,...,xn)):én_ x, xp, fur (x,,...,x, )1 SOL(l)

i=1
4. goal = max

Losung: Eine Folge X;,...,X. von Zahlen mit
(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2) & X w EM

i=1
@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen moglichen Auswahlen
i=1

Xy X, die (1) und (2) erfllen.

Wendet man die in Kapitel 2.2 beschriebene Greedymethode (Prozedur gr eedy_r ucksack)
auf eine Instanz | an, so liefert diese unter Umstanden einen beliebig schlechten Wert der
Zielfunktion. Dabei ist nattirlich zu beachten, dal? innerhalb des Ablaufs der Prozedur gr ee-
dy_rucksack Objekte entweder ganz oder gar nicht in den (teilweise gefiillten) Rucksack
gelegt werden, dajadie Bedingung x. =0oder x. =1furi =1,...,n einzuhalten ist. Es gilt ge-
naver:

Es bezeichne GR(l) den Wert der Zielfunktion, den die in Kapitel 2.2 beschriebene Greedy-
methode bei Eingabe einer Instanz | des obigen Problems ermittelt, und R, (1) die dabei
entstehende relative Approximationsgiite. Dann gibt es fur jedes MT N eine Instanz | mit

Rer (1)2 m'(1)/GR(1) =(M - 3)/3.

Durch eine leichte Modifikation der Greedymethode kommt man jedoch zu einem Approxi-
mationsal gorithmus (d.h. das Problem liegt in APX), der hier nur informell beschrieben wird:

1. Bei Eingabe einer Instanz | = (A M) sortiere man die Objekte nach absteigenden Werten
p;/w. und wende die in Kapitel 2.2 beschriebene Greedymethode an, wobel innerhalb
des Ablaufs der Prozedur gr eedy_r ucksack ein Objekt entweder ganz oder gar nicht in
den (teilweise geflllten) Rucksack gelegt wird und dann zum néchsten Objekt Ubergegan-
gen wird. Der dabei entstehende Wert der Zielfunktion sei GR(I)

2. Essé p,, =max{p |i =1,...,n}. Man vergleiche das Ergebnis im Schritt 1 mit der Ruck-
sackfullung, die man erhalt, wenn man nur das Objekt mit dem Gewinn p, aleinin den
Rucksack legt. Man nehme digenige Rucksackfillung, die den grof3eren Wert der Ziel-
funktion liefert. Dieser werde mit GRmod(l) bezeichnet; Ry, (1) sei die dabei entste-
hende relative Approximationsgute.

1£ Ropnge (1) =m"(1)/GRmod(l) £ 2
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4.2 Grenzen der relativen Approximierbarkeit

Der folgende Satz zeigt, dal3 es unter der Voraussetzung P* NP nicht fir jedes Optimie-
rungsproblem aus NPO einen approximativen Algorithmus gibt. Dazu sei noch einmal das
Handlungsrei senden-Minimierungsproblem mit ungerichteten Graphen angegeben:

Das Handlungsr eisenden-Minimier ungsproblem

Instanz: 1. G=(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter ungerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht

2. SOL(G)= {T [T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (v, v, ) (vin Vi )> ist eéine Tour durch G}

In-1?

3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, ) (v, v, ) (v, v} (v, v, ) it die Zietfunktion
1

definiert durch m(G,T) = 3 W(vii ,vim)+w(vin,vil)
i=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T°1 SOL(G), die minimale Kosten (unter alen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).

Ist Pt NP, so gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fur das Handlungsreisenden-
Minimierungsproblem (mit r1 R.,).

Ist P1 NP, soist APX1 NPO.

Das metrische Handlungsreisenden-Minimierungsproblem liegt jedoch in APX. Dieses
stellt eine zusdtzliche Bedingung an die Gewichtsfunktion einer Eingabeinstanz, namlich die
Gultigkeit der Dreiecksungleichung:

Far v,T V, v;TV und v, TV gilt W(Vi,Vj)E W(vi,vk)+w(vk,vj).

Auch hierbei ist das zugehdrige Entscheidungsproblem NP-vollstandig. Es gibt (unabhangig
von der Annahme P! NP) im Gegensatz zum (algemeinen) Handlungsreisenden-Minimie-
rungsproblem fir dieses Problem einen 1,5-approximativen Algorithmus (siehe Literatur). Es
ist nicht bekannt, ob es einen Approximationsalgorithmus mit einer kleineren relativen Ap-
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proximatiosgute gibt oder ob aus der Existenz eines derartigen Algorithmus bereits P = NP
folgt.

Hat man fur ein Optimierungsproblem aus APX einen r-approximativen Algorithmus gefun-
den, so stellt sich die Frage, ob dieser noch verbessert werden kann, d.h. ob es einen t-
approximativen Algorithmus mit 1£t<r gibt. Der folgende Satz (gap theorem) besagt, dal3
man unter Umstanden an Grenzen stof¥t, dal3 es namlich Optimierungsprobleme in APX gibt,
die in polynomieller Zeit nicht beliebig dicht approximiert werden konnen, auf3er es gilt
P=NP.

Essai P ( ein NP-vollstéandiges Entscheidungsproblem tiber S¢ und P aus NPO ein Mini-
mierungsproblem (iber S°. Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funktionen
f:S¢® S und c:S¢® N und eine Konstante e >0 mit folgender Eigenschaft:

i c(x) fur xT Lp,

fc(x){1+e) firxi Lo,

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus mit
r<l+e,aufler P=NP.

Fir jedes x1 S¢ ist m' (f(x)) =

Ein entsprechender Satz gilt fir Maximierungsprobleme:

Essei P Cein NP-vollstéandiges Entscheidungsproblem tiber S¢ und P aus NPO ein Maxi-
mierungsproblem (iber S°. Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funktionen
f:S¢® S und c:S¢® N und eine Konstante e >0 mit folgender Eigenschaft:

ic(x) fur xT Lp,

tc(x)A1-e) furxi Ly,

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus mit
r<l/(1- e), aulfer P=NP.

Fir jedes x1 S¢ ist m' (f(x)) =

Mit Hilfe dieser Sétze 18/% sich zeigen beispielsweise, dald die Grenze r = 1,5 fir einen r-
approximativen (polynomiell zeitbeschrankten) Algorithmus unter der Annahme Pt NP fir
das Binpacking-Minimierungsproblem optimal ist:

Ist P1 NP, dann gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fur das Binpacking-
Minimierungsproblem mit r £3/2- e fur e >0.
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4.3 Polynomiell zeitbeschrénkte und asymptotische Approximationsschemata

In vielen praktischen Anwendungen méchte man die relative Approximationsglite verbessern.
Dabel ist man sogar bereit, langere Laufzeiten der Approximationsalgorithmen in Kauf zu
nehmen, solange sie noch polynomielles Laufzeitverhalten bezlglich der Grélde der Einga-
beinstanzen haben. Bezlglich der relativen Approximationsgite r akzeptiert man eventuell
ein Laufzeitverhalten, das von 1/(r - 1) abhangt: Je besser die Approximation ist, um so gro-

[3er ist die Laufzeit. In vielen Fallen kann man so eine optimale Ldsung beliebig dicht appro-
ximieren, alerdings zum Preis eines dramatischen Anstiegs der Rechenzeit.

Essa P en Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heil3t polynomiell zeitbe-
schranktes Approximationsschema (polynomial-time approximation scheme) fur P, wenn
er fur jede Eingabeinstanz x von P und firr jede rationale Zahl r > 1 bei Eingabe von (x,r)
eine r-approximative Loésung fur x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von size(x) ab-
hangt.

Partitionen-Minimierungsproblem

Instanz: 1. 1=[a,,..,a]
a,,...,a, (,Objekte") sind natlirliche Zahlenmit a, >0 furi=1, ..., n
sze(l) =n
soL(1) ={[v,,Y,] | [V.,Y,]ist éine Partition (disjunkte Zerlegung) von I }
3. Fir [Y,Y,]1 soL(1) ist m(1[Y,,Y,]) =max{g . a, éaiwzaj}

4. goal =min

Lésung:  Eine Partition der Objekte in zwei Teile [Y,,Y,], so da3 sich die Summen der Ob-
jekte in beiden Teilen mdglichst wenig unterscheiden.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus ist ein polynomiell zeitbeschranktes

Approximationsschema fur das Partitionen-Minimierungsproblem.

Polynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema fur das Partitionen-
Minimierungsproblem

Eingabe: I :[al,...,an] , rationale Zahl r > 1,
a,,...,a, (,Objekte") sind natlrliche Zahlenmit a, >0 fari=1, ..., n
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Verfahren: VAR Yl . SET OF | NTECER;
Y, : SET OF | NTEGER,

k : REAL;
j + I NTEGER
BEG N
IFr>= 2
THEN BEGQ N
Y, := {a,..a,}
Y, 1= {}1
END
ELSE BEG N

Sortiere die Objekte nach absteigender Grol3e; die dabel
entstehende Folge sei (x,, ..., X, );

o= oo

finde eine optimale Partition [Y,,Y,] fur [x,,..., x |;

FORj := k+1 TO n DO
] ]
I F a)qTYIXi <= a'xiTYZXi
THEN Y, := Y,E{x}
ELSE Y, := Y,E{x}
END;

Ausgabe:  [Y,Y,].

O.B.dA. s éwaﬁ 38

aly,

o]
. a
a, . Man kann zeigen, daf dann rr:f;'—(Yll)Er gilt, d.h. dai? der

Algorithmus r-approximativ ist. Mit k(r) = g2- r)/(r - 1)y ist das Laufzeitverhalten von der
Ordnung O(nxog(n) +n"). Da k(r)1 O(/(r - 1)) ist das Laufzeitverhaten bei festem r

polynomiell in der GroRRe n der Eingabeinstanz, jedoch exponentiell in nund /(r - 1).

Mit PTAS werde die Klasse der Optimierungsprobleme in NPO bezeichnet, fir die es ein

polynomiell zeitbeschrénktes Approximationsschema gibt.

Offensichtlich ist PTAST APX. In Kapitel 4.2 wurde erwahnt, da? es unter der Annahme
P1 NP keinen r-approximativen Algorithmus fur das Binpacking-Minimierungsproblem mit

r £3/2- e fir e >0 gibt. Daraus folgt:

Ist Pt NP, sogilt PTAST APX1 NPO.
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Es gibt in PTAS Optimierungsprobleme, die ein polynomiell zeitbeschrénktes Approximati-
onsschema A zulassen, das bel Eingabe einer Instanz x von P und einer rationalen Zahl r > 1

eine r-approximative Losung fur x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von |x| und
1/(r - 1) abhangt.
Einen derartigen Algorithmus nennt man voll polynomiell zeitbeschr&nktes Approximati-

onsschema (fully polynomial-time approximation scheme). Die Optimierungsprobleme, die
einen derartigen Algorithmus zulassen, bilden die Klasse FPTAS.

In der Literatur werden Beispiele fur Optimierungsprobleme genannt, diein FPTAS liegen.

Es 18} sich zeigen:

Ist P NP, so gilt FPTASI PTASI APX1 NPO.

In Kapitel 4.1 wurden mehrere Approximationsalgorithmen fur das Binpacking-Minimie-
rungsproblem angegeben:

Approximationsalgorithmus Approximationsgute
Nextfit NF(I)E‘:,(1+?W/(1- a,, ))m (1) fdlso<a,, £1/2
72xm (1) falsl/2<a,, £1
Firstfit FR(1)E£L7>m (1) +2
FirstfitDecreasing FFD(1) £15xm (1) +1
BestFitDecreasing BFD(l)El% ' (1) +4; 11/9=1,222
Simchi-Levi, 1994 SL(1)£15xm (1)

Die Approximationsgite von BestfitDecreasing zeigt, dal3 man (unabhéngig von der Annah-
me P 1 NP) durchaus einen Approximationsalgorithmus entwerfen kann, dessen relative Ap-
proximationsgute unterhalb der Uberhaupt fur einen r-approximativen Algorithmus méglichen
Untergrenze liegt. Eventuell gibt es sogar in einem erweiterten Sinne ein polynomiell zeitbe-
schranktes Approximationsschema fir das Binpacking-Minimierungsproblem und andere
Optimierungsprobleme. Diese Uberlegung fuhrt auf folgende Definition:

Essei P ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heif% asymptotisches Ap-
proximationsschema fur P, wenn es eine Konstante k gibt, so dai gilt:

flr jede Eingabeinstanz x von P und fur jede rationale Zahl r > 1 liefert A bei Eingabe von
(x,r) eine (zulsssige) Lésung, deren relative Approximationsgiite R, (x) die Bedingung
R.(X)Er+ k/m*P (x) erfllt. AuRerdem ist die Laufzeit von A fir jedes feste r polynomiell in
der Grofie size(x) der Eingabeinstanz.

Zur Erinnerung: die relative Approximationsgute wurde definiert durch
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R, (X) = mp_(x) bei einem Maximierungsproblem
A(X)

bzw.

R, (X) = A:(x) bei einem Minimierungsproblem.
m (x)

Die Bedingung R, (X) £ +k/m;, (x) besagt also
bei einem Maximierungsproblem: A(x) 3 %»m’; (x)- k& mit  Kke=k/(r+k/m; () EK/r,
daher A(X)? ¥ (x)- k/r

bzw.
bei einem Minimierungsproblem:  A(x) £ rxm, (x)+k.

Die Bezeichnung ,, asymptotisches Approximationsschema’ ist aus der Tatsache zu erkléren,
daRR fir ,,groRe" Eingabeinstanzen x der Wert my, (x) der Zielfunktion einer optimalen Lésung
ebenfalls gro3ist. Daher giltindiesem Fall  lim R, (X)£r .

Size(x)® ¥

Die Klasse aller Optimierungsprobleme, die ein asymptotisches Approximationsschema zu-
lassen, wird mit PTASY bezeichnet.

Das Binpacking-Minimierungsproblem liegt in PTAS*, d.h. es kann asymptotisch beliebig
dicht in polynomieller Zeit approximiert werden (auch wenn Pt NP gilt).

Es gilt sogar: Es gibt ein asymptotisches Approximationsschema, das polynomiell in der Pro-
blemgréRe und in /(r - 1) ist.

Die fur das Binpacking-Minimierungsproblem eingesetzten Approximationsschemata arbeiten
offline, da die Objekte einer Eingabeinstanz zundchst nach absteigender Grof3e sortiert wer-
den. In Kapitel 5.1 wird ein online-Approximationsschema beschrieben, dessen relative Ap-
proximationsgute im Mittel beliebig dicht an das Optimum kommit.

DieKlasse PTAS® ordnet sich in die tibrigen Approximationsklassen ein:

Ist P NP, so gilt FPTASI PTASI PTAS*1 APXI NPO.




5.1 Mittleres Verhalten von Algorithmen bei bekannter Verteilung der Eingabeinstanzen 111

5 Waeterfihrende Konzepte

Die Analyse des Laufzeitverhaltens enes Algorithmus A im schlechtesten Fall
T, (n) =max{t, (X) |xT S" und|x £ n} liefert eine Garantie (obere Schranke) fir die Zeit, die

er bei einer Eingabe zur Lésung bendtigts. Fir jede Eingabe x1 S° mit [x=n gilt
t,(X) ET,(n). Dieses Verhalten ist oft jedoch nicht charakteristisch fir das Verhalten bei

»den meisten* Eingaben. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Eingabewerte bekannt
oder werden alle Eingaben als gleichwahrscheinlich aufgefaldt, so kann man das Laufzeitver-
halten von A untersuchen, wie es sich im Mittel darstellt. Die Zeitkomplexitat von A im
Mittel wird definiert als

T29(n) =Eft, () [} =n]= §a(x)>dP(x).

x|=n

Interessiert bel der Analyse des Algorithmus A weniger sein Laufzeitverhalten, sondern bei-
spielsweise die ,, Qualitat” seiner Ausgabe, etwa die Glte der Approximation bei einem Nahe-
rungsverfahren, so kann auch hier durch Erwartungswertbildung Uber das Gitemald eine
Analyse im Mittel durchgefuhrt werden. Auch hier werden verschiedene Ansétze verfolgt, die
in den folgenden dargestellt werden.

5.1 MittleresVerhalten von Algorithmen bei bekannter Verteilung der Eingabeinstan-
zen

Es sa A ein Approximationsalgorithmus zur ndherungsweisen Losung eines Optimierungs-
problems P Uber S’. Fir eine Eingabeinstanz x1 S’ bezeichne A(x) denvon A ermittelten

Wert der Zielfunktion und m, (x) den Wert einer optimalen Losung. Dann interessieren bei-
spielsweise folgende Erwartungswerte:

erwartetes A pproximationsergebnis bei Eingaben der GroRe n: E [A(x) I[x|=n ]

erwartete relative Approximationsgiite bei Eingaben der GroRe n: E [m; (X)/AMX)[[}=n J
bzw. E |A(X)/m; () || =n ]

erwartete Approximationsgite bei ,groflen“ bzw. fast adlen Eingabegrofien:
lim E A1 =n]

41, (X) = Anzahl der Anweisungen, die von A zur Berechnung von A(X) durchlaufen werden.
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erwartete relative Approximationsgite bei ,grofRen* bzw. fast alen Eingabengrofien:
limE|[m, (/A [ =n | bzw. ImE|A)/m, ()1 =n].

Beispid:

Essal |, = [al, e an] eine Eingabeinstanz fur das Binpacking-Minimierungsproblem (siehe
Kapitel 4.1). Es werde angenommen, dal? die Objekte tiber dem Intervall ]0,1] gleichverteilt
sind. NF(I,) bezeichne die Anzahl der Behdlter, die der Nextfit-Algorithmus zur Packung
von |, bendtigt. Dann 183t sich zeigen:

E[NF(1,)]=2/3n und E[NF(1,)/m (1,)]=2n/(3/25n) = 4/3; die erwartete , Fiillhohe"
eines Behdltersist 3/4, und im Mittel enthdlt jeder Behalter 1,5 viele Objekte.

Beim Entwurf eines Approximationsalgorithmus fur ein Optimierungsproblem kann man u.U.
in Kauf nehmen, dal3 er sich bel einigen Eingaben sehr schlecht verhdt, im Mittel aber ein
gutes Approximationsverhalten aufweist. Man kann also versuchen, bel Kenntnis der Verta-
lung der moglichen Eingaben im Algorithmenentwurf diese Vertellung zu berticksichtigen,
um einen gunstigen Wert beispielsweise fur die erwartete relative Approximationsglte

Ii®rQE[m*P (/A X =n]| bzw. Li@rQE[A(x)/m*P () I)X=n] bei ,groRen* bzw. fast alen

Eingabengrofien zu erzielen.
Beispid:

Der folgende Algorithmus (in Pseudocode formuliert) ist ein polynomiell zeitbeschrénktes
Approximationsschema fir das Binpacking-Minimierungsproblem, das online arbeitet, d.h.
jedes Objekt nur einmal inspiziert und eine Packungsentscheidung trifft, ohne die nachfolgen-
den Objekte zu kennen.

Online Approximationsschema fur das Binpacking-Minimierungsproblem
(online Faltungsalgorithmus)

Eingabe: | =[a,,...,a ], sT Nmit s3 4 und s° 0mod(2)
a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Vefahren: VAR idx : | NTEGER
k : | NTEGER;

| : ARRAY [1..s OF Interval i ]0,1];

BEG N
FORidx :=1 TO s DO
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us-idx s-idx+1qg

I[IdX]'_H s S i
FOR k :=1 TO n DO
BEG N
idx := s+ 1- ¢éxa | { Bestimmung eines Intervalls
I[idx] mit all[idx] }
IF (idx >= 2)
AND
( es gibt einen Behalter B, der ein Objekt bl | [s- (i dx - 2)]
enthalt)
THEN BEG N
B:=BE{a};
kennzeichne B als gefillt;
END
ELSE BEG N
plaziere a, in einen neuen Behdlter;
{ faridx = 1 istdieser Behdter gefillt }
END;
END;

Ausgabe: OFD(1) = Anzahl bendtigter nichtleerer Behdlter und B, ..., Borp )y -

Es &} sich zeigen:

Sind die Objekte in einer Eingabeinstanz 1 =[a,,...,a | fir das Binpacking-Minimierungs-
problem im Intervall ]0,1] gleichverteilt, so gilt Ii®rQE[m*(ln)/OFD(In)J3 1- 1/(s+1).

Das Approximationsschema ist genau auf die Voraussetzung der Gleichverteilung der Objekt
in einer Eingabeinstanz zugeschnitten. Daher kann es vorkommen, dal3 es sich bei nicht Er-
flllung dieser Voraussetzung ,, schlecht” verhédt. Die | dee des obigen A pproximationsschemas
lal3t sich jedoch auf allgemeinere Verteilungen als der Gleichverteilung der Objekte im Inter-
vall ]0,1] erweitern, namlich auf stetige Verteilungen, deren Dichtefunktion monoton fallt.

5.2 Randomisierte Algorithmen

Im ansonsten deterministischen Algorithmus werden al's zuldssige Elementaroperationen Zu-
fallsexperimente zugelassen. Ein derartiges Zufallsexperiment kann beispielsweise mit Hilfe
eines Zufallszahlengenerators ausgefuhrt werden. So wird beispielsweise auf diese Weise ent-
schieden, in welchem Teil einer Programmverzweigung der Algorithmus wahrend seines
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Ablaufs fortgesetzt wird. Andere Mdglichkeiten zum Einsatz eines Zufallsexperiments beste-
hen bei Entscheidungen zur Auswahl moglicher Elemente, die im weiteren Ablauf des Algo-
rithmus als néchstes untersucht werden sollen.

Man nennt derartige Algorithmen randomisierte Algorithmen.

Grundsétzlich gibt es zwei Klassen randomisierter Algorithmen: Las-Vegas-Verfahren, die
stets — wie von deterministischen Algorithmen gewohnt — ein korrektes Ergebnis berechnen.
Daneben gibt es Monte-Carlo-Verfahren, die ein korrektes Ergebnis nur mit einer gewissen
Fehlerwahrscheinlichkeit, aber in jedem Fall effizient, bestimmen. Haufig findet man bel ran-
domisierten Algorithmen einen Trade-off zwischen Korrektheit und Effizienz.

Beispiele fur randomisierte Algorithmen vom Las-Vegas-Typ sind:

Qui cksort, wie er in Kapitel 2.1 beschrieben wird: die Position des Elements fur die
Aufteilung der unsortierten Element in zwel Teile wird zufdllig bestimmt. Das Laufzeit-
verhalten zur Sortierung von n Elementen liegt daher im Mittel und in nahezu alen prakti-
schen Falenin O(nxog(n))

Einflgen von Primérschliisselwerten in einen bindren Suchbaum: Statt die Schltssel
S, ..., S, indieser Reihenfolge sequentiell in den bindren Suchbaum einzuftigen, wird je-
weils der néchste einzufiigende Schllissel aus den restlichen, d.h. noch nicht eingefiigten
Schltisseln zufélig ausgewahlt und in den bindren Suchbaum eingefligt. Das Ergebnis ist
eine mittlere Baumhohe der Ordnung O(I og(n))

Ein Beispid fir einen randomisierten Algorithmus vom Monte-Carlo-Typ ist der Rabin’ sche
Primzahltest, der hier informell beschrieben werden soll (Details findet man in der angegebe-
nen Literatur).

Um zu testen, ob eine Zahl n eine Primzahl ist oder nicht, kann man fir grof3e n nicht syste-

matisch alle Zahlen £+/n as potentielle Teiler von n untersuchen, da es zu viele Zahlen sind
(exponentiell viele bezogen auf die Stellenzahl von n). Man sucht daher bei Vorgabe von n
nach einem ,, Zeugen“ (witness) fir das Zusammengesetzsein von n. Ein Zeuge ist dabei eine
Zahl kmit 1£k £n- 1, der eine bestimmt Eigenschaft zukommt, aus der man schlief3en kann,
dafd n zusammengesetzt ist. Die Eigenschaft ,k ist ein Teiler von n* ist nicht geeignet, da es
im allgemeinen zu viele Nicht-Zeugen zwischen 1 und n- 1 gibt. Die Eigenschaft mul3 viel-
mehr so definiert werden, dal3 gilt: Falls n zusammengesetzt ist, kommt mehr als der Hélfte
aller Zahlen zwischen 1 und n- 1 die Eigenschaft zu, d.h. mehr als die Halfte aller Zahlen
zwischen 1 und n- 1 sind Zeugen fir das Zusammengesetzsein von n. Derartige Eigenschaf-
ten sind seit langem aus der Zahlentheorie bekannt (siehe Literatur), z.B.:

kist ein Zeuge fUr das Zusammengesetztsein von n, wenn gilt:
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1£k£n-1 und entweder nicht k™*° 1(modn)
oder esgibt eini, so dak 2' ein Teiler von n- 1 ist und
1< ggT(k(“'l)/zi - 1,n)<n gilt

Wenn n ungerade und zusammengesetzt ist, dann gibt es mindestens (n- 1)/2 Zeugen dafiir.
Dann |&% sich folgender Primzahltest definieren:

Randomisierter Primzahltest
Eingabe: nl N, nist ungerade, mi N

Vefahren: VAR i dx . | NTEGER,
k : | NTEGER;
zusammengeset zt : BOOLEAN

BEG N
zusanmengeset zt : = FALSE;
FOR idx := 1 TO m DO
BEG N

wéhle eine Zufallszahl k zwischen 1und n- 1;
I F (k ist Zeuge fur das Zusammengesetztsein von n)

THEN BEG N
zusanmmengeset zt . = TRUE;
Br eak;
END;
END;
END;
Ausgabe: Antwort: n ist Primzahl, wenn zusanmengeset zt = FALSE gilt, ansonsten

ist n keine Primzahl.

Man sieht leicht, dal? dieser Algorithmus eine korrekte Antwort mit einer Wahrscheinlichkeit
ermittelt, die mindestens gleich 1- (1/2)" ist .

5.3 Modedlerandomisierter Algorithmen

In Zusammenfihrung der obigen Ansétze mit den Modellen aus der Theorie der Berechen-
barkeit (Turing-Maschinen, deterministische und nichtdeterministische Algorithmen) wurde
eine Reihe weiterer Berechnungsmodelle entwickelt. Im folgenden werden wieder Entschei-
dungsprobleme betrachtet.
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Ausgehend von der Klasse P der deterministisch polynomiell entscheidbaren Probleme er-
weitert man deren Algorithmen nicht um die Moglichkeit der Verwendung nichtdetermini-
stisch erzeugter Zusatzinformationen (Beweise) wie beim Ubergang zu den polynomiellen
Verifizierern, sondern |1&/3 zu, dal3 bei Verzweigungen wahrend des Ablaufs der Algorithmen
(Verzweigungen) ein Zufallsexperiment darlber entscheidet, welche Alternative fir den wel-
teren Ablauf gewahlt wird. Man gelangt so zu der Klasse RP (randomized polynomial time).

Es sl P ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, . L, liegt in RP (bzw. ,P
liegt in RP*), wenn es einen Algorithmus (Akzeptor) A, gibt, der neben der Eingabe
x1 S, eneFolget 1 {0,1} zufdliger Bits liest, wobei jedes Bit unabhéngig von den vor-
her gelesenen Bitsist und P(0) =P(1) =1/2 gilt. Nach polynomiell vielen Schritten (in Ab-
géngigkeit von der GréRe |x| der Eingabe) kommt der Akzeptor auf die j a-Entscheidung

bzw. auf die nei n-Entscheidung. Eingaben fiir A sind also die Worter xT S, und eine

Folget T {0,1} zufalliger Bits:

1 A (xt) —>ia

) p(n) —— nein
Xl Sg Entscheidung nach
IX|=n O(p(n)) vielen Schritten

Fir jedes x1 L, ist P(A_ (xt)=] a)® 12,
fur jedes xi L, ist P(A,_(xt)=nein)=1

Man 18 also zur Akzeptanz von x1 L, einen einseitigen Fehler zu. Jedoch muR bei xT L,
der Algorithmus A, bei mindestens der Hélfte aller moglichen Zufalsfolgen t auf diej a-
Entscheidung kommen. Fir die Gbrigen darf er auch auf die nei n-Entscheidung fuhren. Fur
xI L, muR er aber immer die nei n-Entscheidung treffen. Der einseitige Fehler kann durch
Einsatz geeigneter Replikations-Techniken beliebig klein gehalten werden.

Es gilt Pi RP und RPI NP. Ob diese Inklusionen echt sind, ist nicht bekannt, vieles
spricht jedoch daf .

Die Zusammenfihrung der Konzepte des Zufalls und des Nichtdeterminismus bei polyno-
miell zeitbeschranktem Laufzeitverhalten fuhrt auf die Klasse PCP (probabilistically check-
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able proofs). Hierbei werden Verifizierer, wie sie bei der Definition der Klasse NP eingefiihrt
wurden, um die Moglichkeit erweitert, Zufall sexperimente auszuf ihren:

Essgen r:N® N und g:N® N Funktionen. Ein Verifizierer (nichtdeterministischer Al-
gorithmus) V, heift (r(n),q(n))-beschrankter Verifizierer fiir das Entscheidungspro-
blem P Uber einem Alphabet S, , wenn er Zugriff auf eine Eingabe x1 S, mit [X=n, einen

Beweis Bi S, und eine Zufalsfolge t 1 {0,1}" hat und sich dabei folgendermaien verht:

1. V, liest zunichst die Eingabe x1 S, (mit [x=n) und O(r(n)) viele Bits aus der Zu-
falsfolget 1 {0,1} .

2. Aus diesen Informationen berechnet V, O(g(n)) viele Positionen der Zeichen von
Bl S,, die tiberhaupt gelesen (erfragt) werden sollen.

3. In Abhéngigkeit von den gelesenen Zeichen in B (und der Eingabe x) kommt V., auf die
j a- bzw- nei n-Entscheidung.

Die Entscheidung, die V, bei Eingabevon x1 S, BI S, undt 1 {0,1} liefert, wird mit
V, (x,B,t ) bezeichnet.

Essel P ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, . L, 1 PCP(r(n),q(n)) (, P
liegt in der Klasse PCP(r(n),q(n))“), wenn es einen (r(n),q(n))-beschrankten Verifizierer
gibt, der L, infolgender Weise akzeptiert:

Fur jedes x1 L, gibt eseinen Beweis B, mit P(V, (x,B .t )=j a)=1,

1 Py

fir jedes xi L, und alle Beweise B gilt P(V, (x,B,t )=nei n)3 1/2.

t
—P ——» ja
B Ve (X’B’t) - » nein
— >
x1 S,
X=n

Fir Eingaben x1 L, gibt es also einen Beweis, der immer akzeptiert wird. Der Versuch, eine
Eingabe x| L, zu akzeptieren, scheitert mindestens mit einer Wahrscheinlichkeit 3 1/2.

Im folgenden bezeichnet poly(n) ein Polynom. Dann gilt beispielsweise
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P= L¥JTI ME(n* )= TIME(poly(n)) und NP = L¥J NTIME(n*) = NTIME(poly(n)).

k=0 k=0

Es gelten folgende Aussagen:

PCP(poly(n),poly(n)) = NTIME(2°¥™ ),
PCP(0,0)=P,

PCP(0,poly(n)) = NP,

PCP(r(n),q(n)) i NTIME(q(n)»°¢™),

PCP(log(n),poly(n)) = NP

Das folgende Ergebnis (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy, 1992) wird als das wichtig-
ste Resultat der theoretischen Informatik der letzten 10 Jahre angesehen:

PCP(log(n)1)= NP

, Wie man Beweise verifiziert, ohne sie zu lesen”

Das Ergebnis besagt, dal? es zu jeder Menge L, fir ein Entscheidungsproblem P aus NP ei-
nen Verifizierer gibt, der bei jeder Eingabe nur konstant viele Stellen des Beweises liest, die
er unter Zuhilfenahme von O(log(n)) vielen zufalligen Bits auswahlt, um mit hoher Wahr-
scheinlichkeit richtig zu entscheiden.
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6 Anhang

Der Anhang stellt einige allgemeine mathematische Grundlagen zusammen.

6.1 Wichtige Funktionen

Die von der Problemgrofie abhangige Zeitkomplexitét eines Algorithmus ist haufig eine
reelwertige Funktion der natiirlichen Zahlen. Typische Funktionen, die als Zeitkomple-
xitéten auftreten, sind Polynome, Logarithmus- und Exponentialfunktionen, Wurzel-
funktionen und arithmetische Verknipfungen dieser Funktionen. In diesem Zusammen-
hang sind daher einige mathematische Ergebnisse von Interesse, die das Wachstums-
verhalten dieser Funktionen beschreiben.

Eine Funktion
1R® R
p}x@ ax"+a, X"+ .. ax+a,

mit reellen Konstanten a,,,a,_;, ... ,a,,a, unda, * 0 heil}t Polynom vom Grad n. Fur

p(x)=a,x"+a, X"+ ... +ax+a, schreibt man wie tblich p(x)= é ax .
i=0

Essai a> 0 eneredle Konstante. Die Funktion
1R ® R,
é % X ® a*

heil3t Exponentialfunktion zur Basis a.

exp

Jede so definierte Exponentialfunktion exp, ist bijektiv und besitzt daher eine Umkehr-

funktion ekE)a , die Logarithmusfunktion zur Basis a heil3 und mit log, bezeichnet

wird:

Im folgenden wird als Definitionsbereich der auftretenden Funktionen jeweils die Men-
ge der natirlichen Zahlen genommen.

IN ® Ry

Fur die Exponentialfunktion zur Basis a>1 exp, : ® -ogilt:
in a
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[ima" =¥ und lima" =0,

n® ¥ n® - ¥
lima"=0und lima"=¥.
n® ¥ n® - ¥

N : : . iN ® R
Fur die Logarithmusfunktion zur Basis a>1 log, : i g
in ® log,(n)

Li@n;loga(n) =¥,

Exponentialfunktionen wachsen sehr schnell. Es gilt
an+1 - a>an ’

d.h. bei Vergrofzerung des Argumentwerts um 1 vergrof3ert sich der Funktionswert um
den Faktor a.

L ogarithmusfunktionen wachsen sehr langsam. Es gilt
lim(log, (n+1)- log, ()=

d.h. obwohl die Logarithmusfunktion bei wachsendem Argumentwert gegen ¥ strebt,
nehmen die Funktionswerte letztlich nur noch geringfiigig zu.

Uber das Wachstumsverhalten der Exponential- bzw. Logarithmusfunktionen zur Basis
a >1 verglichen mit Polynomen gibt die folgende Zusammenstellung Auskunft:

(8 Essal p(x) ein Polynom. Dann gilt
||mM:O
ne¥ g

Exponentialfunktionen wachsen a so schneller als jedes Polynom.

(b) Firjedes mi N ist
&iog, ()"0 _

n®¥§ n ﬂ_
Man sieht, dal3 selbst Potenzen von Logarithmusfunktionen im Verhaltnis zu Poly-
nomen (sogar zu Polynomen 1. Grades) langsam wachsen.

(c) Firjedes mi N ist
adog (n)o

I|m ———at 7
n®¥e \/_ 7}

Man sieht, dal3 Logarithmusfunktionen im Verhdltnis zu Wurzelfunktionen langsam
wachsen.

=0.
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Die folgende Tabelle zeigt funf Funktionen h :N_,® R,i =1,...,5 und einige ausge-

wahlte (gerundete) Funktionswerte.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h. (n) h. (10) h. (100) h. (1000)
1 log, (n) 3,3219 6,6439 9,9658
2 Jn 3,1623 10 31,6228
3 n 10 100 1000
4 n2 100 10.000 1.000.000
5 2" 1024 1,2676506 X0*° >10%%

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die funf Funktionen h :N,, ® R,i =1,...,5. Es
se Yy, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fur jede der funf Funktionen Werte n,
mit h(n)=Y,. In der vierten Spalte sind digjenigen Werte n aufgefihrt, fir die
h, (n_i)=10><y0 gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man n. vergrofRern mul3,

damit der Funktionswert auf den 10-fachen Wert wéchst. Wie man sieht, muf3 bei der
Logartihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums der Wert stark vergrof3ert
werden, wahrend bei der schnell anwachsenden Exponentiafunktion nur eine additive

konstante Steigerung um ca. 3,3 erforderlich ist.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4
i h,(n) nmith(n)=y, | n mith(n)=10xy,
1 log, n n (n,)*
2 Jn n, 100>,
3 n n, 10,
4 n’ n, » 3162,
5 2" ng » N, +3,322

Die Logarithmusfunktion zu einer Basis B>1 gibt u.a. ndherungsweise an, wieviele
Ziffern benttigt werden, um eine nattirliche Zahl im Zahlensystem zur Basis B darzu-

stellen:

Gegeben sei dieZahl nT N mit n> 0. Sie bendtige m= m(n, B) signifikante Stellen zur

Darstellung im Zahlensystem zur Basis B, d.h.

m-1
n=8 a8 mita 1{0 1, .., B-3 unda,, ! 0.

i=0
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Esist B™" £n<B™ und folglich m- 1£log,(n) <m. Daraus ergibt sich firr die An-
zahl der bendtigten Stellen, um eine Zahl n im Zahlensystem zur Basis B darzustellen,
m(n, B) = dog; (n){+1= dogg (n+1)u.

6.2 Grolenordnung von Funktionen

Im folgenden seien f:N® R und g:N® R zwei Funktionen. Die Funktion f ist von der
(GréRen-) Ordnung O(g(n)), geschrieben f(n)T O(g(n)), wenn gilt:
Es gibt eine Konstante ¢ >0, die von n nicht abhangt, so daB |f (n)| £ cxg(n)| fur jedes

nl N bisauf héchstens endlich viele Ausnahmen ist.
Einige Regeln:

f(m1T o(f(n)

Fir d = const. ist d xf ()T O(f (n))

o(o(f (m))=0(f (m)

O(f (n)>g(n))=O(f (n))>O(g(n))

O(f (n)>xg(m) = f (n)>0(g(n))

n"1 ofn*) fir me k

o(f (n))+0(g(n) =o( f (m)] +|g(n)

Ist p ein Polynom vom Grade m, so ist p(n)1 O(n") fir k3 m

¥ Kk
Konvergiert f(n):é_ a ' fir n£r, so ist fir jedes k3 0: f(n):éai ' +g(n) mit
i=0 i=0

g(n)1 O(n"*l).

log, (n)T Oflog, (n)), denn log, (n) = Hog, (n)

L
log, (a)

ehm 0(20("‘”))), denn e = plog:(e(n)



6.2 GroRenordnung von Funktionen 123

Fiir jedes Polynom p(n) und jede Exponentialfunktion a" mit a>1ist a"i O(p(n)), jedoch
p(n)1 ofa")

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jedes Polynom p(n) ist
p(n)T O(log, (M), jedoch log, (M1 O(p(m)

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jede Wurzelfunktion Un g
Yni O(log,(n)), jedoch log, (n)i O(Yn)

Es sden a>1 , b>1, miN,, p(n) en Poynom; dan st

O(log,(m)1 ofn)i o(p(n)i ofa")

Esseien f:N® R und g:N® R zwe Funktionen. Eswird definiert:
f(n)T W(g(n)) (,GroR Omega"), wenn gilt:
Es gibt eine Konstante ¢ >0, die von n nicht abhangt, so dal? |f(n)[3 cxg(n)| fur jedes

nT N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen ist.
Esgilt f(n)T O(g(n)) genau dann, wenn g(n)T W(f (n)) ist.

Gilt sowohl  f(n)T O(g(n)) asauch f(n)T Wg(n)), dannist f(n)i Q(g(n)) (,GroR The-
ta'). In diesem Fall gibt es also zwei von n unabhéngige Konstanten ¢, und c, mit
¢, }g(n)| £]f (n)| £ ¢, %g(n)| fir jedes n N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen.
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